CONFERENCIA 1:INTEGRAL
INDEFINIDA.®



Conferencia 1:Integral indefinida.

Tematica:

Definicién de integral indefinida. Interpretacion geométrica. Uso de tablas. Método
de sustitucion.

Objetivos:

1. Definir integral indefinida.
2. Interpretar el concepto de integral indefinida.
3. Reconocer la utilizacion de tablas como medio de calcular integrales.

4. Conocer el método de sustitucion para el calculo de integrales.

Introduccion:

Analizar con los estudiantes que durante el semestre estudiaran el célculo integral.

Dar a conocer el sistema de evaluacion y cémo se continuara utilizando el SOFTWARE
DERIVE.

Desarrollo:

En muchos problemas de la ciencia y la técnica conocemos la derivada de una funcién,
pero la solucién del problema exige que se determine cual es la funcion.

Por ejemplo, conocida la velocidad instantanea de la particula cuyo movimiento esta
descrito por s = s(z) es V = %

. Como obtener la ecuacién de la trayectoria de la particula s = s(t) 7

Obsevemos que en este caso se nos plantea el problema inverso al que estudiamos en el
primer semestre. Este proceso se conoce con el nombre de integracién y que dara inicio al
estudio del célculo integral cuyas premisas nos vienen de la época de Newton y Leibnitz
como una necesidad derivada de la magnitud variable de Descartes que provocé un viraje
en las matematicas, y la incorporacion a éstas del movimiento y la dialéctica como en tal
sentido fue apreciado por Engels en su dialéctica de la naturaleza.

Leonardo Euler (1707-1783) desempendé un papel de primer orden en la formulacién
general y sistematica del Calculo Integral, haciendo un amplio aporte, baste sefialar que
los textos actuales (200 anos después) son sélo modificaciones del tratado de Euler, sélo
renovaciones en lo relativo al lenguaje, incluso los métodos de integracion alcanzaron su
nivel actual en la segunda mitad del siglo XVIII.

En esencia en la conferencia nos plantearemos el siguiente problema:

Dada una funcién f ;Existe F' tal que F' = f 7, si 3 como obtener F' 7 Planteémonos
esta pregunta con la funcién f(z) = 2z.

Sea f(z) = 2z jPodemos encontrar una funcién F' tal que: f(x) = F'(x)?

R/ 2%, 2%+ 1,2% + 2,2 + V2, ...

Obsevemos que no es tnica la funcion , sino que hay un conjunto de funciones de la
forma F(x) = 2% + ¢ que satisface la condicién: F'(z) = f(x)

Este andlisis lo concluimos con la siguiente :

DEFINICION 0.0.1 10,1 pdg 110. Tomo II (rojo):Se dice que una funcion F(z) es una
primitiva de otra funcion f(x) en un cierto intervalo I si para todo punto x de dicho
intervalo, se tiene que F'(z) = f(x)



. Con el andlisis que intuitivamente realizamos en el ejemplo, realizaremos la siguiente
pregunta.

Si Fy, es una primitiva de f, ; bajo qué condiciones F; serd un primitiva de f en |a, b]
? La respuesta estd en el siguiente teorema.

TEOREMA 0.0.1 10.1 pdg, 111. Dos funciones Fi(x) y Fy(x) son primitivas de una
funcion f(x) en un cierto intervalo I <= 3 una constante c tal que Fy(x) = Fi(z) +

C Vzxel

Demostracion: Sea F) una primitiva de f en ]a,b[ y su pongamos F5 otra primitiva de f
)

b
(x

en el mismo intervalo, entonces V €a, b F| = f(x) =

entonces:(Fy — Fy) () = F| — Fy = f(x ) f(z) = — F5 es una constante. en
el intervalo
l.q.q.d

Obtengamos junto a los estudiantes algunas primitivas.

1. f(x) =cosz — F(z) =sinz + ¢
23
2. g(z)=2>-1—G(z) = g—x—i—c
3. h(t)=¢" — H(t)=¢"+¢
4. k(u)y=1— K(u)=u+c
., Toda funcion tiene primitivas en un intervalo?

No, por ejemplo

7 en el intervalo | — 2;2].

Entonces es necesario analizar una condicién suficiente para la existencia de primitivas
en un intervalo.

Si f(x) es continua en I,entonces 3 una primitiva de f(z) en dicho intervalo.

Ahora podemos dar una definicién muy importante, relacionada con este concepto de
primitiva.

DEFINICION 0.0.2 Definicion de integral indefinida. ( 10.2 pdg 113)
Si f(x) posee una primitiva en un cierto intervalo I, el conjunto de todas las primitivas
de f(z) (en I) se denomina integral indefinida de f(x) (en I) y se denota por el simbolo

[ f(z)dx
/f(:z:)dq: =F(z)+c

Esto lo expresamos

[ integral (introducido por Leibnitz (1646-1716)

f(z)integrando.,

dx diferencial de la variable respecto a la cual buscamos la primitiva (conjunto de
ellas);

, ¢ constante arbitraria.



o sea,

/ fla)da = / dF (1) = / F'(x)dx

Como ocurre con otras notaciones, el simbolo x se puede sustituir por otra letra

cualquiera.
[ t@de. [ s, [ sy

. Sin embargo en el caso en que el integrando contenga diferentes simbolos, el diferen-
cial nos indicard cual de ellos se considera variable de integracién, las demas letras se
consideran constantes.

Obsevemos este caso: f(r) = 2zyz, si deseamos hallar el conjunto de primitivas
2

x
respecto a X, entonces "y” y 72" son constantes. /ZIyde =yz / 2zdx = 2yz? +c=
xzyz +c

2
/2xyzdy = 2:rz/ydy = QxZ% +e=vy*rz+c

/Qxyzdz = 2xz / zdz = 22vy + ¢
Como se observa todos los resultados son diferentes. Retomemos el ejemplo inicial.
f(z) =2z /2xda::x2—i—c

., Cémo podemos caracterizar geométricamente el conjunto de todas las primitivas de
f?

Int.geométricamente.

La integral indefinida se puede interpretar geométricamente como una familia de curvas
cada una de las cuales se obtiene por el deplazamiento de una de ellas a través del eje y
( paralelamente al eje )

PROPIEDAD 0.0.1 Propiedades de integral indefinida (Teorema 10.3 pag 118-119), (col-
orario 10.4 y 10.5 pag 119), (teorema 10.2, pdag 115)

1. Sia,b e R = fygson integrables. /(af(x) + bg(z))dx = a/f(x)dx + b/g(x)dx
(linealidad)

2. /df(a:) = /f’(x)dx = f(x) + c siendo f derivable.
3. d/f(x)dx = f(z)dx

Observen que: / F(2)g(2)dz # / f(x)dz / g(x)dx

., Como calcular la integral indefinida de una funcion?

Formulas de integracién inmediata.

De la definicién se deduce que para hallar [ f(x)dz es necesario encontrar una funcién
F tal que F'(z) = f(z) Por tanto, toda férmula de derivacién engendra una férmula de
integracion, las mas frecuentes son:




Pag 116-117 del texto (primeras de la tabla) hablar de como trabajar con ellas y
comentar algunas .
Veamos dos ejemplos:

EijempPLO 0.0.1
4 3

/(2x3+x2+3)dx:2%+%—3x+c

cos’ x l<+sin’z
——dr = | ——dx
sinxy + 1 sinx + 1
/(1+sinx)d:c =x+cosx+c

Método de integracién por sustitucion
Se fundamenta en el siguiente teorema:

TEOREMA 0.0.2 10.6 pdg 154. Sea F(x) una primitiva de f(x) en el intervalo I, y sea
X = pt una funcion con derivada continua en el intervalo I, tal que ¢(1;) C I, entonces
una primitiva de la funcién f(p(t)).o(t)'dt en el int.I; , es la funcion F(p(t)) es decir:

/ Flo()) p(t)dt = / f(x)dz = F(p(t)) +c

es decir; x = @(t) drx =d(p(t)) dr= p(t)dt
Comentar el teorema, auxiliandonos de la regla de la cadena. El método se utiliza en
dos variantes.

[.-Si deseamos calcular /f((p(x)).go(q;)’dx y podemos realizar la sustitucién u = ()

por lo que du = ¢(z)'dx , entonces nos queda [ f(u)du. Al analizar este andlisis debe
enfatizarse en que el método es 1til siempre que [ f(u)du sea mds simple que la inicial.
Al plantear f(u)du sélo puede quedar la nueva variable
IT).Si deseamos calcular [ f(z)dz escogemos la sustitucion x = ¢(t) donde dz = ¢(t)'dt
y nos queda

/ F(o () ()t

EijEmrro 0.0.2
(3 + sinz)?

1. /(3+sinx)3cosxdx:/u3du:T+c

u=3+sinz du=coszdr
2/ x—1 4 /(Sint—l)costdt (sint — 1)costdt
.| —Y—=dz = = =
V1—2? V1 —sin’t Veos?

(sint — 1)dt = — cosarcsinz — arcsinz + ¢ = —v1 — 22 — arcsinz + ¢

T =sint dex = costdt 6 t = arcsinzx

cost = /1 —sin’t = /1 —sin?(arcsinz) = /1 — 2
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Conclusiones:
i, Cuando se dice que F' es una primitiva de f en |a,b[ 7

., Cémo calcular? / e**dx

Orientar E.I Calcule:
L / VT — x?’gew + x2da:
x

QSm

X

dz F.118

dx
3. /($2+1)(\/ﬁ_1) F.148

4. /m3(lnx)2da: F.293

sin® x

6
5. /COS Y dx F.231
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