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Razonamiento Aproximado. Ingenieria Informatica. 2do Afio.
Tema IV: Correlacion y Regresion.
L/T. Walpole (pag.389-506); L/T. Miller (pag.301-353)

Correlacion y Regresion Lineal Simple.

Hasta ahora hemos tratado de establecer estimaciones o probar hipdtesis para pardmetros de una variables o
para las diferencias entre muestras que resultan mediciones de una misma variable aleatoria. En estos momentos
comenzaremos a analizar que pasaria si nuestro interés fuera establecer relaciones entre variable o investigar si
existen.

Debe quedar claro que si existen relaciones entre variables la forma de representarla seria a través de funciones.
Comenzaremos analizando los aspectos relacionados con la correlacion, y aunque a continuacion indicaremos
varias medidad de asociacion, trabajaremos basicamente con el coeficiente de correlacion lineal Simple de
Pearson.

Cuando las medidas descriptivas se emplean para estudiar dos o mas variables, de modo conjunto, se
denominan medidas de asociacion.

Las medidas de asociacion, segln sus usos, se clasifican en medidas de correlacion y medidas de regresion.
La correlacion es la técnica estadistica que estudia el problema de medir la intensidad o el grado de relacion
que existe entre las variables que se investigan. Si la correlacion se mide entre dos variables, se dice que es simple
y cuando es entre tres 0 mas, se llama correlacién multiple.

Para medir el grado de correlacidn entre las variables, se utilizan los coeficientes de correlacidn. Entre estos
tenemos:
1.- El coeficiente de correlacion phi.
2.- El coeficiente de correlacion C de contingencia.
3.- El coeficiente de correlacién T de Chuprov.
4.- El coeficiente de correlacion rc de contingencia.
5.- El coeficiente de correlacion K de Cramer.
6.- El coeficiente de correlacion punto biserial.
7.- El coeficiente de correlacion de rangos.
8.- El coeficiente de correlacion lineal simple de Pearson.
9.- El coeficiente de correlacion concordancia de Kendall W

La regresion, por su parte, es la técnica estadistica que estudia el problema de encontrar la mejor funcion
matematica que describe el comportamiento conjunto de las variables que se investigan. Si la regresion se mide
entre dos variables, se dice que es simple y cuando es entre tres 0 mas, se denomina regresion maltiple.

A la funcion matematica que se utiliza en la regresion se le nombra funcién o curva de regresion y de acuerdo
con el tipo de funcion utilizada, la regresion puede ser lineal (si la funcién lo es) o no lineal (si la funcién no lo
es). Asi, la funcidn de regresion podra ser una recta, una parabola u otra funcion cualquiera.

Consideraremos una muestra aleatoria de volumen N en la que, a cada uno de los elementos de esa muestra, se
le han medido dos variables X e Y. En cada caso, especificaremos las escalas en las que se miden las variables,
y si es 0 no necesario, tabular dichas variables de modo conjunto.
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1.- El coeficiente de correlacion phi

Este coeficiente se emplea cuando se busca la correlacion entre dos variables que estén medidas, ambas, en escala
nominal dicotomica. Para su calculo requiere que se construya, con los datos de la muestra, una tabla simple de
doble entrada. La tabla tendra que tener dos filas (h=2) y de dos columnas (k=2), es decir, sera del tipo 2X2: a
las frecuencias absolutas conjuntas le llamaremos, respectivamente, A, B, C y D; tal y como se muestra a
continuacion:

Y
X 1 2 TOTAL
1 A B A+B
2 C D C+D
TOTA |A+C |B+D [N
L
A partir de las frecuencias obtenidas aqui, se define el coeficiente phi:
|AD - BC|

J(A+B)(C +D)(A+C)(B+D)

A continuacion nos referimos a las propiedades de este coeficiente, que son Utiles para la interpretacion practica
de él.

Propiedades de phi:

1.- El menor valor que puede tomar phi es cero.

2.- El mayor valor que puede tomar phi es uno.

Comentario: cuando phi es cero, indica que entre las variables no existe relacion; en cambio, cuando es uno,
significa que entre esas variables existe una relacion perfecta.

Estas observaciones también son validas para los coeficientes que siguen.

Ejemplo 1: En una muestra aleatoria de cuarenta estudiantes se observo el interés por el estudio (X) y el sexo ()
de cada uno de ellos. Mida la correlacion entre estas variables, a partir de los dados en la siguiente tabla:

Tabla #1

Interés por el estudio segun

El sexo de los alumnos de la

la escuela Oscar Ortiz

Curso: 1995 -1996

Y
X M F |TOTAL
Si 10 10 |20

NO 8 12 120
TOTA |18 22 |40
L
Fuente: Muestra investigada
Leyenda: X: Interés por el
estudio. Y: Sexo
Solucion: tanto la variable X como la Y estdn medidas en escala nominal dicotdmica. Se ha construido una tabla
de doble entrada en la que h=2 y k=2; ademéas A=10, B=10, C=8, D=12 y las frecuencias marginales son A+B=20,
C+D=20, A+C=18 y B+D=22.
A-D=10X12=120, B-C=10X8=80 y A-D-B-C=120-80=40.
(A+B)(C+D)A+C)(B+D)=20X20X18X22=158400 y la raiz cuadrada de este resultado es: 397.994974843, por
tanto, el coeficiente es:

p=— 30 _ 100503781526 ~ .10

397.994974843 . Existe una correlacion muy baja entre las variables interés y sexo.
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2.- El coeficiente de correlacion C de contingencia
Una limitacion que tiene phi es que solo se puede utilizar en tablas del tipo 2X2, por tal motivo no siempre es
aplicable. En ocasiones, podremos utilizar el coeficiente C de contingencia.
Este coeficiente se emplea cuando se busca la correlacion entre dos variables que estén medidas, ambas, en escala
nominal, pero no necesariamente una y la otra tienen que ser dicotomicas. Para su calculo requiere que se
construya, con los datos de la muestra, una tabla simple de doble entrada de h filas (h=2) y de k columnas (k=2).
Ademas, h y k pueden ser iguales o no.
A partir de la tabla hXk construida, el coeficiente C se define por:

2

S
C= 22=NO Y gy
2
Z + N , donde i=1 j=1 NioNoj

En resumen, para calcular el valor de C, seguiremos los siguientes pasos:

1.- Construir la tabla bivariada con h filas y k columnas y obtener las frecuencias observadas conjuntas Ny ; asi
. N. N
como, las marginales "y .
Propiedades de C:
1.- El menor valor que puede tomar C es cero.
2.- El mayor valor que puede tomar C es siempre menor que uno.

3.- En el caso en que h=k, el mayor valor que podra tomar C es

/k—l Jh—l
Ik 0 h , por ser h=k.

Comentario: la razon de que C nunca alcance el valor de uno, es su gran limitacion, ya que, en ningun caso se
podré llegar a saber si entre las dos variables existe una relacion perfecta.
Ejemplo 2: Utilice los datos del ejemplo 1 para calcular el coeficiente C.
Solucién: como ya se dijo, estamos ante dos variables medidas en escala nominal dicotémica; si estas fueran
politdmicas, también se podria aplicar el coeficiente C, no asi el ¢. La tabla esta dada en el ejemplo 1: N1:=10,
N12=10, N21=8 y N22=12; ademas, N1.=20, N2=20, N.1=18 y N »,=22.
Calculemos ahora el valor de y2

Ny [Ng [N | NG| NN Ni /NN,

10 100 (20 |18 |20X18=360 277777777778
10 100 |20 |22 [20X22=440 227272727273

8 64 - - 20X18=360 A77777777778
12 144 |- - 20X22=440 327272727273
1.0101010101

1.0101010101-1=.010101010101, %?2=40X.010101010101=.40404040404
x2+N=.40404040404+40=40.404040404

co | X J 404040404
2% +N _\40.404040404 ~+/.0099999 ~ .099

2-1

El mayor valor de C, tebricamente, aqui es 2 =707106781187, como C=.099 se aleja considerablemente de
este valor, se puede decir que la relacion entre estas variables es muy baja.
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3.- El coeficiente de correlacion T de Chuprov:

Atendiendo al hecho de que C nunca puede tomar el valor de uno, en ocasiones podremos utilizar el coeficiente
T de Chuprov. Este coeficiente se emplea cuando se busca la correlacion entre dos variables que estén medidas,
ambas, en escala nominal, pero no necesariamente una y la otra tienen que ser dicotomicas. Para su calculo
requiere que se construya, con los datos de la muestra, una tabla simple de doble entrada de h filas (h=2) y de k
columnas (k=2). Ademas, h y k pueden ser iguales o no.

A partir de la tabla hXk construida, el coeficiente T se define por:

T:\/ 4
NJ(h-D)(k-D

Propiedades de T:
1.- EI menor valor que puede tomar T es cero.
2.- El mayor valor que puede tomar T siempre sera menor o igual que uno.
3.- Solo en el caso en que h=Kk, el coeficiente T, podré tomar el valor de uno.
Comentario: la razon de que T solo pueda alcanzar el valor de uno cuando h=k, es su gran limitacion, ya que, su
utilizacion se restringe a casos particularidades. Cuando h=k no se puede llegar a saber si entre las dos variable
existe una relacion perfecta, ni siquiera se podra conocer si esa relacion es o no "alta”, pues no se no existe un
"extremo" superior para este coeficiente en estos casos.
Ejemplo 3: Utilice los datos del ejemplo 1 para calcular el coeficiente T.
Solucién: como ya se dijo, estamos ante dos variables medidas en escala nominal dicotomica; si estas fueran
politdmicas, también se podria aplicar el coeficiente T, no asi el ¢. La tabla esta dada en el ejemplo 1y el valor
de 2=.40404040404 fue obtenido en el ejemplo 2.

(-D)(k-1)=1)(2-1)=1 y Y1 =1; NV =Dk =D —45(1)=40,
404040404

, donde 2 fue dado antes.

- '010101010101; 010101010101 =.0100503781526 ~ .10

Como en este caso h=k, tedricamente T hubiese podido ser uno, por tanto, la relacion entre X e Y es muy baja,
ya que el valor de este coeficiente obtenido antes, esta muy cerca de cero.

4.- El coeficiente de correlacion rc de contingencia

Un nuevo coeficiente que, en algunos casos se puede utilizar como alternativa de los anteriores, es el coeficiente
rc de contingencia. Este coeficiente se emplea cuando se busca la correlacion entre dos variables que estén
medidas, ambas, en escala nominal, pero no necesariamente una y otra variables tienen que ser dicotomicas. Para
su calculo requiere que se construya, con los datos de la muestra, una tabla simple de doble entrada de h filas
(h=2) y de k columnas (k=2), pero necesariamente h y k tienen que ser iguales.

A partir de la tabla hXk construida (h=Kk), el coeficiente r se define por:

(o a2
N(k-1) , donde 2 fue dado antes.

Propiedades de rc:
1.- El menor valor que puede tomar r es cero.
2.- El mayor valor que puede tomar r¢ s uno.
Comentario: cuando rc es cero, indica que entre las variables no existe relacion; en cambio, cuando es uno,
significa que entre esas variables existe una relacion perfecta. La gran limitacion de este coeficiente es que h
tiene que ser igual a k.
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Ejemplo 4: Utilice los datos del ejemplo 1 para calcular el coeficiente rc.

Solucién: como ya se dijo, estamos ante dos variables medidas en escala nominal dicotomica; si estas fueran
politdmicas, también se podria aplicar el coeficiente, pero solo si h=k. La tabla est4 dada en el ejemplo 1 y el
valor de x2=.40404040404 fue obtenido en el ejemplo 2.

Fo|x 40404040404
N(K-1)=40(2-1)=40(1)=40; N(k-1) 40 =100503781526.

Como en este caso h=Kk, se pudo utilizar este coeficiente, por tanto, la relacion entre X e Y es muy baja, ya que el
valor de rc obtenido antes, esta muy cerca de cero.

5.- El coeficiente de correlacion K de Cramer
Un coeficiente que elimina las limitaciones de todos los anteriores es el K de Cramer. Este coeficiente se emplea
cuando se busca la correlaciéon entre dos variables que estén medidas, ambas, en escala nominal, pero no
necesariamente unay la otra tendran que ser dicotémicas. Para su calculo requiere que se construya, con los datos
de la muestra, una tabla simple de doble entrada de h filas (h=2) y de k columnas (k=2). Ademas, h y k pueden
ser iguales o no.
A partir de la tabla hXk construida, el coeficiente K se define por:

2

x

|| Nmin(k -1,k ~1) , donde 2 fue dado antes.

Propiedades de K:
1.- El menor valor que puede tomar K es cero.
2.- El mayor valor que puede tomar K es uno.
Comentario: cuando K es cero, indica que entre las variables no existe relacion; en cambio, cuando es uno,
significa que entre esas variables existe una relacion perfecta.
Ejemplo 5: Utilice los datos del ejemplo 1 para calcular el coeficiente K.
Solucién: como ya se dijo, estamos ante dos variables medidas en escala nominal dicotomica; si estas fueran
politdmicas, también se podria aplicar el coeficiente, sin ninguna limitacion. La tabla esta dada en el ejemplo 1y
el valor de y2=.40404040404 fue obtenido en el ejemplo 2.
En este caso h=k=2, por ello h-1=2-1= 1 y k-1=2-1= 1, el menor valor de estas dos restas es 1. min (h-1,k-1)=1,
por tanto, N min (h-1,k-1)=40(1)=40.
K — \/.40404040404

40 =.100503781526: aqui podemos realizar una interpretacion similar a la del ejemplo

anterior.

6.- El coeficiente de correlacion biserial puntual:

El coeficiente de correlacion biserial puntual, también llamado coeficiente de correlacion punto biserial, se
emplea cuando se busca la correlacion entre dos variables, una de ellas medida en escala métrica y la otra, en
escala nominal dicotémica. Para su calculo no requiere que se hayan tabulado previamente las variables; aunque
también, primero se pueden tabular estas de modo conjunto, y después calcular dicho coeficiente. La tabla que se
confeccione puede ser simple o de agrupacion y tendra h filas (h=2) y k=2 columnas. Nosotros trataremos el caso
en el que las variables no se hayan tabulado.

Denotaremos por ryp el coeficiente de correlacion punto biserial. Consideremos una muestra de volumen N, en la
que se han medido, en escala métrica la variable X y en escala nominal dicotdmica la variable Y. Sean
X1,X2,X3,... XN Y Y1,Y2,Y3,..., YN, respectivamente, los valores de X y de Y (aqui las Y solo toman dos valores
diferentes). Llamémosle P a la proporcion de elementos de la muestra que corresponden a una de esas dos
categorias; por tanto, en la otra categoria tendremos una proporcion igual 1-P.
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Por otro lado, sea S la desviacion estandar de la variable medida en escala métrica. Agrupemos los datos de la
variable métrica en dos subgrupos segun los valores de la variable Y, y calculemos, también para variable X, las
medias aritméticas correspondientes a cada uno de los dos subgrupos formados.

Sean Xe y Xq las medias de la variable X de los subgrupos que tienen proporciones P y 1-P, respectivamente.

ro= (XP XQ)\/ P(l_ P)
bp S

Con esto definimos el coeficiente biserial puntual por:
Propiedades de rpp:
1.- El menor valor que puede tomar rop €5 menos uno.
2.- El mayor valor que puede tomar rup €S Uno.
Comentario: cuando rpp €s cero, indica que entre las variables no existe relacion; en cambio, cuando es uno o
menos uno, significa que entre esas variables existe una relacion perfecta. El signo negativo de un valor de ryp
indica que la relacion entre las variables es inversa. Por otro lado, si el signo de ryp es positivo indica que la
relacion entre las variables es directa.
Ejemplo 6: En una muestra aleatoria de seis estudiantes se observo el peso en kilogramos (X) y el sexo (Y) de
cada uno de ellos. Mida la correlacidn entre estas variables, a partir de los siguientes datos:
Alumnos At A2 Az [As [As [As
X 62 |61 |61 |58 |64 |66
Y M |F F F M |M
Solucién: X estd medida en escala de razones y Y en nominal dicotdmica. La desviacion estandar de la variable
X es S=2.75680975042. Al dividir los elementos de la muestra en dos subgrupos, segln el sexo, tenemos que los
alumnos A1, As y Ag integran un subgrupo (masculinos) y los alumnos Az, Az y Ay integran el otro subgrupo
(femenino). La proporcion de alumnos masculinos en la muestra es P=3/6=.5, mientras que la de femenino es 1-
P=1-5=05.

X, = 02+04+00 o
La media del subgrupo de los alumnos es 3 .
61+ 61+ 58

Xo = 60kg

La media del subgrupo de las hembras es .
P(1-P)=.5(1-5)=5X.5=.25 y [25=5 Xp—X,=64-60= 4 oor tanto, (Xp =X )WPA-P) =4x 5= 2

De aqui se tiene que rop=2/2.75680975042=.72547625011. Entre el peso y el sexo de los alumnos de esta muestra
existe una relacién directa y alta.

7.- El coeficiente de correlacidn de rangos

El coeficiente de correlacion de rangos, también llamado coeficiente de correlacion de Spearman, se emplea
cuando se busca la correlacion entre dos variables que estén medidas en escala ordinal o métrica; es decir, las
dos variables pueden estar medidas en escala métrica, las dos en escala ordinal o una en escala métrica y la otra
en ordinal.

Denotaremos por rs el coeficiente de correlacion de Spearman y para una muestra de volumen N, en la que se han
medido, en escala ordinal o métrica, las variables X e Y con los valores X1,X2,Xz,....XN Y Y1,Y2,Y3,...,YN,
respectivamente, se determinan las diferencias di entre cada valor de X y su correspondiente valor de Y: di= Xi.

65 d;

s - 2
Yi, con ello se define este coeficiente por: N(N"-1) :

Propiedades de rs:
1.- El menor valor que puede tomar rs €s menos uno.
2.- El mayor valor que puede tomar rs s uno.
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Comentario: cuando rs es cero, indica que entre las variables no existe relacion; en cambio, cuando es uno o
menos uno, significa que entre esas variables existe una relacion perfecta. El signo negativo de un valor de rs
indica que la relacion entre las variables es inversa: a valores altos de una variable corresponderan valores bajos
de la otra. Por otro lado, si el signo de rs es positivo indica que la relacion entre las variables es directa: a valores
altos de una variable corresponderan, también, valores altos de la otra.

Ejemplo 7: En una muestra aleatoria de siete estudiantes se observaron las calificaciones en Matematica (X) y en
Fisica (Y), ambas en puntos, de cada uno de ellos. A partir de los siguientes datos obtenga el coeficiente de
correlacién de rangos:

Alumnos (A1 |A2 |As |As |As |As |A7
X 98 |97 |90 |88 |84 [86 |83
Y 97 |96 |96 |96 |88 [88 |78

Solucién: ambas variables X e Y estdn medidas en escala de intervalo (métrica), por tanto, es posible utilizar el
coeficiente de correlacion de Spearman. Los rangos asignados a los valores de cada una de estas variables por
separado; asi como, las diferencias entre ellos y su cuadrado se muestran a continuacion:

Rangos de | Dif.
X |y [x |y Jd d2
98 |97 |70 |70 |.0 .00
97 |96 |6.0 |50 |1.0 1.00
90 |9% |50 |50 |.0 .00
88 |96 |40 |50 |-1.0 1.00
84 88 |20 |25 |-5 25
86 88 |3.0 |25 |5 25
83 |78 |10 |10 |.0 .00
- - - - - ZdZ

' =2.50

2

620 =6(2.50)=15, (N2-1)=(72-1)=49-1=48, N(N2-1)=7(48)=336,
2

620 /[NN2-1)]=15/336=.0446428571429,

6> d?

- 2
N(N" 1) 21. 0446428571429 =.955357142857
Entre las calificaciones de Matematica y Fisica de los alumnos de esta muestra existe una relacion directa y alta.

S

8.- El coeficiente de correlacion lineal simple de Pearson

El coeficiente de correlacion lineal simple, también llamado coeficiente de correlacién de Pearson, se emplea
cuando se busca la correlacion entre dos variables que estén medidas, ambas, en escala métrica. Para su
calculo no requiere que se hayan tabulado previamente las variables; aungque también, primero se pueden tabular
estas de modo conjunto, y después calcular dicho coeficiente. La tabla que se confeccione puede ser simple o de
agrupacion y tendra h filas (h=2) y k columnas (k=2). Nosotros trataremos el caso en el que las variables no se
hayan tabulado.

Antes de calcular este coeficiente es conveniente representar las variable X e Y que se investigan, en un sistema
de coordenadas cartesianas. Cada par de valores (X, Yi) se ploteara como un punto aislado, por lo que se obtendra
una "nube de puntos" que se denomina diagrama de dispersion.

Este diagrama es util porque ofrece a priori una informacion sobre el comportamiento conjunto de los datos de
la muestra, especificamente, en él se visualiza a qué funcion matematica se ajustan los datos de esa muestra.
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Denotaremos por r el coeficiente de correlacion de Pearson y para una muestra de volumen N, en la que se han
medido, en escala métrica, las variables X e Y con los valores X1,X2,Xs,...,.Xn Y Y1,Y2,Y3,..., YN, respectivamente,
se tiene que:

NY XY, —2XX; XY,

JINEXE = EX)NEYE - (£

r =

Propiedades de r:
1.- El menor valor que puede tomar r es -1.
2.- El mayor valor que puede tomar r es uno.
Comentario: cuando r es cero, indica que entre las variables no existe relacién lineal; en cambio, cuando es uno,
independientemente del signo positivo o negativo que tenga este nimero, significa que entre esas variables existe
una relacion lineal perfecta. El signo negativo de un valor de r indica que la relacion entre las variables es
inversa: a valores altos de una variable corresponderan valores bajos de la otra. Por otro lado, si el signo de r es
positivo indica que la relacion entre las variables es directa: a valores altos de una variable corresponderan,
también, valores altos de la otra.

9.- El coeficiente de concordancia de Kendall W (correlacion entre méas de dos variables)
Si en el ejemplo anterior, ademés de las asignaturas de Matematica y de Fisica se incluyera la de Quimica,
entonces estariamos ante una situacion en la que se desea medir la correlacion entre tres variables (h=3). Esta
medicion no se puede realizar con los coeficientes anteriores, aunque el procedimiento para el calculo del
coeficiente es similar al anterior: las variables beben estar medidas en escala métrica u ordinal.
Los valores de cada una de estas variables se transforman en rangos de modo independiente una de otras, a
continuacion se determinan la suma de los rangos que le corresponden a cada alumno (R;) y el promedio de estas
sumas (media). Seguidamente, se determina la suma del cuadrado de las diferencias de cada rango con respecto
12S

TR2NG N
a la media de ellos, a lo cual [lamaremos S; con esto se tiene que: h"(N”-N)

Propiedades de W:

—Siempre serd un valor entre 0 y 1: cero indica que no hay concordancia entre las variables, mientras que uno
indica concordancia perfecta.

—La razdn por la cual W no puede ser negativo esta dada en que entre mas de dos variables no pueden existir
desacuerdos discrepantes totalmente: por ejemplo si X y Y estan en desacuerdo, y a la vez, X esta en desacuerdo
con Z, necesariamente entre Y y Z hay concordancia.

Ejemplo: calcular el coeficiente W para los siguientes datos, de una muestra aleatoria de 7 alumnos, donde X:
notas de Matematica,

Y: notas de Fisica y Z: notas de Quimica.

Alumnos [A1 |A2 |As |Ag [As [As | A7
X 98 |97 |90 |88 (84 |86 |83
Y 97 |96 |96 |96 (88 |88 |78
Z 91 |98 |92 88 (87 |96 |85

Solucién: N=7 (tamafio de la muestra o total de alumnos).

h=3 (total de variables)

De aqui, se tiene que h2(N3-N) = 32(73-7) =9(343-7)=9(336)=3024 (que es el denominador de W (ver la férmula).
Para calcular S, primero se transforman en rangos los datos de cada variable:

Alumnos [A1 |A2 |As3|As |As |As Az
X 7 6 5 |4 2 3 1
Y 7 5 5 |5 25 |25 1
Z 4 7 5 13 2 6 1
3

Rj 18 |18 |15)12 |65 |115
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(suma de los rangos)
R = ZR,- _18+18+15+12+6.5+11.5+3 _

media de los rangos: N 7

S =(18-12)2+(18-12)2+(15-12)2+(12-12)+(6.5-12)2+(11.5-12)2+(3-12)2
S =62+62+32+02+(-5.5)2+(-.5)2+(-9)?

S = 36+36+9+0+30.25+0.25+81=183.5

= 12(183.5) =0.728174603175
3024 (Interprete el resultado)
Observacion: este coeficiente se puede emplear cuando se midan tres 0 mas variables. Ademas, el se suele
emplear cuando en la investigacion se utiliza el criterio de expertos (jueces) para medir el grado de concordancia
entre estos. En tal caso, las variables serian los jueces y la muestra los items que se den a los expertos para que
ellos ofrezcan su criterio.

Comenzaremos analizando algunos elementos referentes a el coeficiente de correlacion lineal de Pearson p.

12

Propiedades:

D-1<p<1l

2) Si p = 0 se dice que las variables estan incorrelacionadas.

3) Si las variables son independientes p = 0.

4) p = 0 no implica independencia.

5) Si p,,, = 1,entonces Y = ax + b; a > 0y viceversa, si Y = ax + b; a > 0 entonces p,,, = 1.
6) Si pyy =—1, Y =ax+ b y a <0y viceversa.

Relaciones entre variables.

Anélisis de Regresion: Estudio de la dependencia de una variable (variable dependiente) de una o mas variables
(variables independientes o explicativas) con el objetivo de predecir o estimar el valor medio poblacional de la
primera en términos de valores conocidos de las segundas.

Asi , se llama modelo de regresion a un modelo que expresa el valor esperado de una variable aleatoria Y ,
llamada variable dependiente en funcidn de una 6 més variables independientes X 1, X 2, ..., X k.

E(Y/Xp Xz""’ Xk) = f(xl’ X21"" Xk)

Se supone que las variables independientes Xi, Xz, ..., Xk son variables controladas (no aleatorias, con valores
fijados), mientras que la variable dependiente Y es una variable aleatoria cuyos valores se observan para los
valores de las variables independientes fijados, aunque realmente, sobre todo en fenémenos econémicos, tal
supuesto no se cumple, teniendo las variables independientes caracter aleatorio también.

(regresion no implica causacién)

Clasificacion de modelos

Segun el numero de variables independientes se clasifican los modelos en modelos de regresion simple, doble 6
mualtiple.

Segun la expresion funcional f el modelo se denomina lineal 6 no lineal.

Esta linealidad se refiere a linealidad en los parametros, es decir, la funcién f debe ser tal que :

(xl’xzi“VXk):afﬁl(xl’xzi"”Xk)+/1fﬁz(xlix2”"’xk)

faﬂl"'ﬂﬁz

Modelo de Regresion Lineal Simple
Asi, se llama Modelo de Regresion Lineal Simple al modelo

EY/X)=B+XSY =0+ X+, =0+ X, +&
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Diagrama de dispersion
Una primera via para comenzar a estudiar la relacion entre las variables es la via gréfica a través del llamado
diagrama de dispersion.

Coeficiente de correlacion lineal simple de Pearson

En todo lo anterior hemos supuesto que X es una variable “controlada”, es decir, cuyos valores son fijados,
observandose entonces el valor correspondiente de Y.

Auln cuando este no sea el caso, es decir, siendo X e Y variables aleatorias, puede calcularse el coeficiente de
correlacion lineal r, que mide el grado y sentido de la relacién lineal entre X e Y

nYXy-x>y
= -1<r<1

JInE x2-X X)2][nYY2-(XY)2]

Estimacion de los pardmetros
El método que se veré de estimacion de los pardmetros es el de minimos cuadrados.
La idea fundamental consiste en tomar cémo valores estimados de los pardmetros a los valores b, = 5, y b, =
B, tales que hagan minima la suma de cuadrados de las desviaciones de los valores reales de los estimados
(residuos):
- ) _ 52 .
e;=Y;,— T iminTe? =min¥(Y; - %)” = minX(Y; — by — boX)".
Como resultado de la aplicacion del método al modelo de regresion lineal simple se obtienen las siguientes
expresiones de calculo parab: y ba.
nyYXy-YX¥v .
=——————; by =Y —-bX
27 nyxr-xx? 7 ?

Ecuacion de regresion estimada

Se Ilama ecuacion de regresion estimada a:

Y = b; + b,X . Lainterpretacion de Yseria la de un estimado del valor medio o esperado de Y para el valor dado
de X.

Analisis de varianza en la regresion
En caso de no existir dicha relacion o ser muy débil no tendria ninguna ventaja usar esta Gltima.
Puede analizarse dicho problema a traves de la descomposicion de la variacion total de las Y °s en dos partes:
o una debida a las diferencias entre los valores de Y correspondientes a distintas X's y causada por la
relacién de dependencia entre ambas variables y ademas a los factores aleatorios.
o otra debida a la influencia de factores aleatorios. Es decir, aun para valores de Y correspondientes al
mismo valor de X existen diferencias debidas a los factores aleatorios.

DY 0i=9? =) 0=+ ) G-

A estas sumas se les denomina Suma de cuadrados total (SCT), Suma de cuadrados del Error 6 Residual (SCE)
y Suma de cuadrados de la regresion (SCReg) respectivamente y tienen las siguientes formulas de calculo:

N2
SCT=Zyi2—(ZYL) - n—-1 g.lL

n
x. .
SCReg=b2[inyi—Ml -1 g.L
-2 g.l

n
SCRes =SCT—SCReg & - n
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F.Variacion | S.C gl [C.M F
Total SCT |n-1]-
Regresion |SCReg|1 CM Reg = SCReg | CM Reg
CME
Error SCE |n-2 CME:SCEZ
n_

Coeficiente de determinacion
La parte de la variacion total que es “explicada” por la regresion, 0 sea, por la influencia de X sobre Y es SCReg,
la proporcidn que esta representa de la variacion total es el llamado coeficiente de determinacion

SCR .
R? = T;g (se acostumbra a dar en porciento)

Inferencias acerca de la regresion
¢Qué inferencias son de interés sobre la regresion?
% Las estimaciones por intervalo de los parametros del modelo.
¢+ Pruebas de hipotesis sobre estos. En particular es de interés el problema referente a la significacion o no
de la influencia que ejerce X sobre Y, la determinacion de si es significativamente mejor la estimacion
del valor esperado de Y a través de la ecuacion de regresion que por medio de Y .

Prueba Fy T.
Hy:B, =0 en E(y/x)=p1+ Bx (by + byx no es mejor que y).
Hi:B,#0 en E(y/x)=p+Px (by + byx es mejor que y).

Puede verse que dados los supuestos asumidos el cociente F = % bajo la hipotesis H o: B, = 0 tiene

distribucion F de Fisher con 1 g.I en el numerador y n-2 g.1 en el denominador, por tanto:

Regidn critica o de rechazo: F > F,(1;n — 2) & |t| > ta;,(n—2) cont = VF

Debe enfatizarse que el valor numérico del coeficiente que acompafia a la variable independiente no expresa
directamente lo significativo o no de su influencia sobre Y. Es decir, un valor “pequenio” no implica poca
influencia y viceversa. Ello depende de las unidades de medida y de la desviacion tipica del estimador.

Veamos cudles son los supuestos teoricos:
- El modelo de regresion es lineal en sus parametros.
- Los valores de X son no estocasticos.
- El valor medio o promedio de u; es igual a cero. E(u; |Xi) = 0.
- Homocedasticidad o igualdad de varianzas de ui.
var (ui |Xi) = E[ui — E(ui [Xi)]>= E(ui? | Xi ) = ¢
- No existe autocorrelacion entre las u. cov (ui, uj [Xi, Xj) = 0.
- Cero covarianza entre uj y Xi. cov (ui, Xi) = 0.
- El nimero de observaciones n debe ser mayor al nimero de parametros a estimar.
- El modelo de regresion esté correctamente especificado.
- - No existe multicolinealidad.
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Estimacion por intervalos

Pueden construirse estimaciones por intervalos de los pardmetros del modelo, asi como de E(Y/X)y Y /X con
su interpretacion usual de dar una medida del error probable de la estimacion puntual.

Las expresiones de calculo serian respectivamente:

() by F ta(n — 2). \/ CME

L x?
nY(X;—X)?

CME
¥ X7

(1) b, T ta(n — 2).

G - 1, (Xo—-X)?
(3) fo F ta(n— 2) J CME (= + m) E(Y/X)

T 1 (Xo—X)?2
(@) Fo F ta(n - Z)JCME (1+3+ Z(Xi—foz)

Observemos que:

e Lalongitud de cada uno de los intervalos es menor mientras menor sea CME, es decir, mientras “mejor”
sea el ajuste de los datos al modelo.

e En (3)y (4) la estimacion sera también mas precisa mientras el valor de la variable independiente para
el que se estimara (Xo) esté mas cercano al valor medio de los valores fijados de la variable independiente
v lo serd menos para valores mas “extremos”. En particular no es correcto utilizar la ecuacion de
regresion estimada ni las estimaciones por intervalos correspondientes para valores de X fuera del rango
fijado de valores experimentales

Transformacion de modelos
Existen numerosos modelos de regresion que aunque inicialmente no poseen la forma E(Y/X) = B1 + B.f (X),
pueden ser transformados a esta.
Por ejemplo:
o Y = e.81+ﬁ2X+U

puede ser transformado como : InY = B, + X + U <Y =A+FX+U.

(S _; l_ L
* Y_ﬁl+ﬁzX+U <:>Y_'31+BZX+U<:>Y —ﬁ1+BZX+U

’ ’ , ’ 1 - - ’
Bastaria calcular los valoresde Y =IlnY ¢ Y = ~ Y usar las mismas expresiones de calculo para bz y by,
utilizando los valores de X e Y’

Modelo de Regresion Lineal Multiple
Consideraremos ahora un problema con mas de una variable independiente. Supongamos n valores observados
de la variable dependiente Y para valores fijados de las variables independientes.

Y =01+ B X1 + B3Xo+.. . 4B Xk + U

Y 1 X1 Xo1 o X & p1
v={"2] x={; M tm o e =7 s=| P

Yo nx1 T Xin Xon = Xin nx(k+1) €n/ nx1 Br+1 (k+1)x1
Y=Xf+¢
Vector de estimadores minimo-cuadraticos

b,
A b
p=| 7

by+1

minYe? ; Yel=c¢ee
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Al minimizar e'e (hallar § que minimice e'e ) se obtiene la ecuacion matricial (X'X)™*8 = X'Y cuya solucion
es b=XX)XY

Prueba F total

Analogamente al caso de una variable independiente, es de interés la realizacion de pruebas de hipotesis sobre
los coeficientes que acompafan a las variables independientes, para determinar si la influencia de estas en la
variable dependiente es significativa.

Ho e :ﬂs ==L =0

Ahora bien, la alternativa NO es que todos los coeficientes son diferentes de 0, sino

H,: Al menosun ,Bj #0;]1=2,---,k+1

Las expresiones matriciales correspondientes a las sumas de cuadrados y la tabla ANVA serian
SCT =Y (Y;—Y)2 =YY —n¥? SCReg =p'XY —n¥Y? SCE =SCT - SCReg

Tabla ANVA
F.Variacion | S.C gl |CM F
Total SCT |n-1 |-
Regresion | SCReg | k CM Reg = SCReg | CM Reg
CME
Error SCE |n-k-1 CME — SCE
n-k-1

Notese que el caso de una variable independiente se obtiene de la tabla anterior como caso particular para k = 1
De modo similar al caso simple, el coeficiente de determinacion expresa el grado de ajuste del modelo a los datos

R2 i —— p R2 _ SCRegxix2, Xk
multiple X1,X2,-- Xk — SCT

No obstante, ante el rechazo de Ho solo se conoce que al menos una de las variables independientes tiene una
influencia significativa en E(Y), no su namero ni su identificacion.

Tabla ANVA en funcién de R2.

F.Variacion |S.C gl [CM F
Total SCT n-1 |-
Regresion | R? SCT k R2.SCT RZ(n—k 1)
k il— R? ) k
Error 1-R?). SCT | n-k-1 _R2).
(1-R% o & Rk)SfT
n_ —

Es claro que no puede analizarse la influencia de una variable independiente sobre Y sin tener en cuenta la
influencia de las otras, una parte de la variacion de Y explicada por una variable puede ser también explicada por
otra.

Docimas parciales.

Veamos el caso de 2 variables independientes para concretar estas ideas:

Supongamos que ya se ha determinado que la variable X; tiene una influencia significativaen Y y que por tanto
hemos decidido incluirla en el modelo. La pregunta seria: ¢es necesario o util incluir también a X>? Para ello seria
necesario medir la variacion que explica X2 que no ha sido explicada por Xi.

SCRegy,/x1 =SCRegyix, —SCRegy, =SCEy; —SCEx,

Si esta variacion “adicional” que explica X es significativa entonces se incluiria también a Xz, de lo contrario
solo se incluiria a X1
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Asi la docima correspondiente seria:
Ho:8,=0/p,#0 en E(Y/X,X,)=pB+B,X +B:X,

H : B, #0/8,#0 en EN/X,,X,)=8+6,X,+5:X,

., -~ , CM Re SC Re
La region criticaserd F > F,(1;n—3) con F = Ixe/x1 IXa/X1
. CMExix2 _ CMEx1x2
Puesto que la suma de cuadrados del numerador tiene 1 grado de libertad.
De manera analoga pueden plantearse y resolverse décimas parciales suponiendo la inclusion previa en el modelo

de varias variables.

Coeficientes de determinacion y correlacion parciales
Con un sentido anélogo a la suma de cuadrados de la regresion parcial
(SC Re gx,/x1) se definen los coeficientes de determinacion y correlacion parcial:

SCReg
2 _ X2/X1 _ 2
RXZ/Xl T T sCEx, Tx2/x1 = /RXZ/Xl

Coeficiente de determinacién ajustado.
SCE

1 . i
juse. = 1 — # , que hace “mds comparables” distintos valores de R2,
gl

RZ

a

Meétodos de seleccion de la mejor ecuacion de regresion.

En el caso de un problema de regresion lineal con dos variables independientes X1 y X2 pueden emplearse varios
algoritmos equivalentes:

a)

- Aplicar las pruebas parciales de X, dada X1 y viceversa.

- Incluir las variables independientes correspondientes a las pruebas donde se obtenga el rechazo de Ho

b)

- Seleccionar la variable independiente mas correlacionada con Y (R?, r, SCReg, SCE)

- Aplicar docima F simple con la v.i seleccionada en 1) (Supongamos sea X1)

- Si se rechaza Ho, aplicar la décima parcial de X dada Xi. Si se rechaza de nuevo Ho quedan incluidas ambas
variables, de lo contrario solo X

- Si no se rechaza Ho en la docima F simple, aplicar la prueba F total. Si se rechaza Ho se incluyen ambas variables,
en caso contrario ninguna de las variables independientes sera incluida en el modelo

Existen distintos métodos habitualmente usados para seleccionar las variables independientes a incluir en un
modelo de regresién mdaltiple. Algunos de los mas usados son:

e Maétodo de todas las regresiones posibles

e Método de seleccidn hacia delante

e Método de eliminacion hacia atras

e Meétodo de seleccion paso a paso
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Seleccionar v.i mas
correlacionada (X1)

Docima F
simple con X1

Hi

Décima
parcial de X

Hi

Ejemplos:

Ej1: Los siguientes datos corresponden a los precios al detalle (X- $ por libra) y el consumo (Y-tazas diarias por
persona) de café en E.U. en los Gltimos afios.

Segun la Microeconomia, la demanda de un producto de consumo depende del precio de ese producto, de los
precios de otros bienes sustitutivos y complementarios y del ingreso del consumidor. Por ahora supondremos
una funcién de demanda parcial 6 ceteris paribus, suponiendo todas las demés variables independientes de
influencia en la demanda de café constantes.

ARo

Y

X

2001

2.57

0.77

2002

2.50

0.74

2003

2.35

0.72

2004

2.30

0.73

2005

2.25

0.76

2006

2.20

0.75

2007

2.11

1.08

2008

1.94

1.81

2009

1.97

1.39

2010

2.06

1.20

2011

2.02

1.17

Diagrama de dispersion

27 F

25F o

21F

19k,
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Se observa la relacion ya analizada entre ambas variables (mayor precio-menor consumo), en cuanto al tipo de
relacion pudiera asumirse una relacion lineal o tal vez hiperbdlica, de acuerdo a la forma del conjunto de
untos, aunqgue la cantidad de estos es escasa.

Y X X2 Y2 [XY
257 077 [059 660 |1.98
250 [0.74 [055 [625 |1.85 Ny XY => X>Y

2.35 0.72 0.52 5,52 1.69 r=

) 2 2 2 2
230 |0.73 |053 |529 |1.68 \/ > X2 = (X xf >y -y ),
2.25 0.76 0.58 5,06 1.71 11-23,92 -1112-24.27

220 075 |056 |484 [165 || '= 2 2
211|108 |117 |445 |2.28 V1252 (1112) 115399 - (24,27

1.94 1.81 3.28 3,76 3.51 -6,7624

r= =-0,814
1.97 [1.39 [193 [388 [274 ./|[14,0656]4,8571]
206 [120 [144 424 247
202 |117 [137 [408 [2.36
24,27 11,12 J12,52 | 53,99 |23,92
b2 — 11-23,92—-24,27-11,12 — —6,7624 — —0,48 bl — ﬂ _ (—0,48)£ — 2,69
11-12,52—(11.12)2 14,0656 11 11

~

Y =2,69—-0,48X
Por ejemplo, al fijar un precio de $0,80 la libra se espera un consumo medio de alrededor de:
V=080 = 2,69 — 0,48 - 0,80 = 2,306 tazas diarias por persona.

Prueba Fy T.
Hy:B, =0 en E(y/x)=p1+ Bx (by + byx no es mejor que y).
Hi:B,#0 en E(y/x)=p,+Px (by + byx es mejor que y).

SCT =) yZ- (Z:) =5399 — 24i217 = 0,442

screg b, Tay - 2420 |- oaq mae- M) g
n

SCRes=SCT —SCReg =0,149

F.Variacion | S.C gl/|CM |F SCReg 0,293

R? = =" =0,6628
Regresion  |SCReg|1 ]0,293|17,69
Error SCE |9 |0,017

Region critica o de rechazo: F > F,(1;n — 2) & [t| > ta) (n—2) cont = VF

Si fijamos a =0,05 se tendra F, (1;n — 2) = F;5(1,9) = 5,12de donde, puesto que

F =18,25 > 5,12 se rechaza Ho y por tanto, existe una influencia significativa del precio del café en su consumo
a través del modelo elegido

(Parat: ta,;n — 2 = toz5,0 = 2,262 y t = VF = /18,25 = 4,27; con el mismo resultado)
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Asumiendo un nivel de confianza del 95% para la estimacion se obtiene:

- 11,122
T tatn—2) |cME (2 + 5" 0306 F £ 0,e(9) [0,017( 2 +(0'80_ i)
o n YX, -X2) 7 0,025 ’ 117, 11122
’ 11

0,0445
1,2741

Por tanto, con una confiabilidad del 95% puede afirmarse que el consumo medio de café para distintos periodos
de tiempo en que este tenga un precio de $0,80 por libra de café, estara entre 2,2028 y 2,4092 tazas diarias por

persona
La estimacidn correspondiente para un periodo dado estaria dada por

= 2,306 + 2,262\/0,017 (0,0909 + ) = 2,306 + 0,1032

¢ 11,12\°

7o Ftatn—2) |eME (1424 L0 ) 5306 F t.035(9) (0,016 1+1+(O'80_ ),
0 %(" ) n Y»(X;— X’)z - & 0,025(9) |0, 11 P 11122
' 1

0,0445
1,2741

Con una confiabilidad del 95% puede afirmarse que el consumo de café para un periodo en que este tenga un
precio de $0,80 por libra de café, estard entre 2,1694 y 2,4426 tazas diarias por persona

= 2,306 + 2,262 (0,016 (1 + 0,0909 + ) = 2,306 + 0,1366

En el ejemplo anterior propondremos probar con el modelo inverso de X es decir:
1 1

EY/X) =B+ By oY =p+ B +¢

Aqui podemos ver que obtenemos resultados superiores al anterior:

Coeficientes

Minimos Cuadrados |Estandar |Estadistico
Parametro |Estimado Error T Valor-P
Intercepto  [1.57774 0.131788 [11.9718 0.0000
Pendiente |0.578952 0.1171 4.94408 0.0008
Analisis de Varianza
Fuente Suma de Cuadrados |Gl [Cuadrado Medio |Razén-F  |Valor-P
Modelo 0.323094 1 0.323094 24.44 0.0008
Residuo 0.11896 9 0.0132178
Total (Corr.) ]0.442055 10

Coeficiente de Correlacion = 0.854923

R-cuadrada = 73.0893 porciento

R-cuadrado (ajustado para g.l.) = 70.0992 porciento
Error estandar del est. = 0.114969

Error absoluto medio = 0.0768492

Estadistico Durbin-Watson = 0.640994 (P=0.0009)
Autocorrelacion de residuos en retraso 1 = 0.425029
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Ej2: En una fabrica se han registrado los datos relativos al costo de produccion (Y) y el consumo de materias
rimas (X) durante varios periodos, con los siguientes resultados:

XY a) Dibuje el diagrama de dispersion
1 /38 b) Calcule e interprete el coeficiente de correlacion lineal
2 140 c) Calcule e interprete el coeficiente de correlacion lineal entre Y y X2,
3 |42 Analice los resultados y su relacion con el diagrama de dispersion.
4 |48 d) Halle la ecuacion que mejor exprese la relacion entre ambas variables.
S |58 e) Estime el costo de produccion para un consumo de materias primas de
6 |71 3,5
X 1Y X2 |Y? XY XY X4 .
1 |38 |1 |1444.00 |38 38.00 1.00
2 |40 |4 |1600.00 |80 160.00 | 16.00
3 142 |9 |1764.00 | 126 378.00 |81.00
4 |48 |16 | 2304.00 | 192 768.00 | 256.00
5 |58 |25 |3364.00 | 290 1450.00 | 625.00
6 |71 |36 |5041.00 | 426 2556.00 | 1296.00
21 1297 | 91 | 15517.00 | 1152.00 | 5350.00 | 2275.00

b) 7 = nyYXy-YXxyv . 6.1152—21.297
)T = JInE X2=(EX)2][nYY2-(XY)?]  \[6.91-212][6.15517—2972]

_ 6912 — 6237 __ 675 _ 675 _ 675 _ .o
J[546 — 441][93102 — 88209] V105.4893 513765 716,77 '
_ nyX’Y-YX*yy _ 6.5350—91.297 _
0 Txzy = JIME X = x2)2|[nYv2—(¥Y)?2]  /[6.2275-912][6.15517—2972]
32100 — 27027 5073 5073 5073

= 0,9898

JT13650 — 8281][93102 — 88209] V5369.4893 26270517 5125,48

El coeficiente de correlacion lineal entre X2y Y es mayor que entre X e Y. Ello indica que la relacion entre las
variables esta mejor representada a través de un modelo del tipo Y = B; + 5,X? + € que através del modelo Y =
B1 + B.X + &, lo cual concuerda con lo que se observa en el diagrama de dispersion

Quedarian para el modelo elegido como:

_nYIX?Y -YX*YY 5073 Y X2 297-09491 211,46

b, = Ny X% — (3 X2)2 —5369—0,94 b =Y —b, G 6 = 35,24
Y = 3524+ 0,94. X2

e) Yx—35 = 35,24 + 0,94.3,52 = 35,24 + 11,52 = 46,76
Regresion Simple - Y vs. X
Lineal: Y =a + b*X

Coeficientes Andlisis de Varianza

MC Estandar [Estadistico Fuente SC Gl |CM Razon-F |Valor-P

Parametro |Estimado |Error T Valor-P| [Modelo 723.214 |1 |723.214]31.35 0.0050

Intercepto [27.0 44716 6.0381 0.0038 Residuo 92.2857 (4 |23.0714

Pendiente |6.42857 |1.1482  [5.59882 0.0050 Total (Corr.) (8155 |5
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Coeficiente de Correlacién = 0.941719 R-cuadrada = 88.6835 porciento R-cuadrado (ajustado para g.l.) = 85.8544 porciento
Error estandar del est. = 4.80327 Error absoluto medio = 3.38095 Estadistico Durbin-Watson = 1.03317 (P=0.0113)
Autocorrelacion de residuos en retraso 1 = 0.210526

Regresion Simple - Y vs. X
Cuadrado de X: Y =a + b*X"2

Coeficientes Andlisis de Varianza

MC Estandar |Estadistico Fuente SC Gl |CM Razén-F |[Valor-P
Parametro |Estimado |Error T Valor-P Modelo 798.886 |1 [798.886 |192.35 |0.0002
Intercepto [35.1695 |1.32661 26.5107 0.0000 Residuo 16.6135 |4 |4.15338
Pendiente |0.944869 [0.0681287 [13.8689 0.0002 Total (Corr.) |815.5 5

Coeficiente de Correlacion = 0.989761 R-cuadrada = 97.9628 porciento R-cuadrado (ajustado para g.l.) = 97.4535 porciento
Error estandar del est. = 2.03798 Error absoluto medio = 1.58397 Estadistico Durbin-Watson = 1.05503 (P=0.0137)
Autocorrelacidn de residuos en retraso 1 = 0.266304

Ej3:Un ejecutivo desea determinar si existe relacion entre el promedio de Ventas de sus tiendas con el nimero
de competidores cercanos y el ingreso promedio de las personas del distrito donde se sitlan sus establecimientos.
Para ello se tom6 una muestra en diez tiendas diferentes y los resultados son los siguientes:

_ 2 _
(Y)- Promedio de Ventas Diarias (Miles de dolares) ZY =205 ZY =49.13

DX, =98 > X7 =1604 > YX, =1336

2
(X2)- Ingreso percépita Anual (Miles). 2. X, =3308 ZXZ =1273416 > Yx, =78815
a) Realice todos los pasos necesarios por el método paso a paso para establecer la mejor relacion lineal. En
caso de incluir las dos varables tenga en cuenta que:SCReg X1X>=7,087, bo=1, b1= 0,04, bo=-0.04.
b) Estime el promedio de Ventas de una tienda cuyo nimero de competidores en el distrito sea 15 y el ingreso
percapita anual del mismo sea 20 000 $.

(X1)- Nimero de Competidores en el distrito.

Respuesta: Método paso a paso.
- Coeficiente de correlacion lineal para cada variable.

. Y X,y — 24X X v, _ 133,6 - 28 '130'5 _ 673 _ 09952
\/[lez _ %} [Z YZ — %] \/[1604 _ 91_802 [49’13 _ %] \/[643,6] [7,105]
ZXZY_ZXZZY/n 788,15_%620’5
erY = -
2 (X X1)? ,  (XY)? 339, 82 20, 52
\/[ZXZ e YY T 12734’16_T 49,13 =30
91,56
= = 0,9967
J/[1187,756][7,105]

var i able mas correlacionada X,.
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- Décima pendiente para X»

Ho:B3 =0 en E(y/x) =B+ Bsx,.

Hi:ps#0 en E(y/x) =B+ Bax,.
2

SCT =)y - (Z:‘) =705

sC Regzb{zxiyi —innz yi}{zxm ?X:(z)y} 1(f§75(;236 !
>X,°

SCRes=SCT —SCReg =0,047

F.Variacion |S.C
Total 7,105 -
Regresion Xz | 7,058 7,058|1176,33
Error 0,047|8 [0,006
Regidn critica o de rechazo: F > F,(1;n — 2)

Si fijamos a =0,05 se tendra F, (1;n — 2) = F;05(1,8) = 5,32de donde, puesto que

F =1176,25 > 5,32 se rechaza Ho y por tanto, existe una influencia significativa del Ingreso per cépita en las
ventas.

CM |F

| © e

Docima parcial de X1/X>

H0ﬁ2:0/33:/:0 en Y:ﬁ1+ﬁ2X1+ﬁ3X2+U
Hlﬁz?‘:O/ﬁg;tO en Y=ﬁ1+ﬁ2X1+ﬁ3X2+U

SCRegy ,x, =SCReg, y, —SCReg, =7,087-7,058=0,029
SCEy x, =SCT —-SCRegy y, =7105-7,087=0,018

F.Variacion |S.C |gl|C.M |F
Reg X1/ X2 [0,029|1 |0,029 |11,15
Error X1X> 10,018 |7 |0,0026

Regidn critica o de rechazo: F > F,(1;n — 3)

F=11,15 > Foos(1, 7) =5,59. Se rechaza Ho. Se incluye también la variable X1.
El modelo quedaria:

Y =1+ 0,04X; — 0,04X,
b) ¥=1+40,04-15-0,04-20=10,8
Se estima que el promedio de ventas sera de 800 dolares como promedio.
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Ej4: Una Empresa de transporte necesita realizar un estudio acerca de los Ingresos anuales que obtiene por
concepto de renta de autos. Supone que estos puedan tener relacion con la gestion que realizan sus empleados a
partir de los afios de experiencia y el nimero de modelos de carros que poseen en los diferentes puntos de renta.
Para ello se tom6 una muestra de diez diferentes empleados y los resultados son los siguientes:

(Y)- Ingresos (Miles de ddlares) Y. Y =20,5 Y Y% =49,13

(X1)- Nimero de modelos de carros. Y. X; =53 ¥ X? =395Y YX, =83.
(X2)- Afios de experiencia. ¥, X, =85Y X2 =778 Y. Y X, =179
a) Realice todos los pasos necesarios para establecer la mejor relacion lineal. En caso de incluir las dos
varables tenga en cuenta que:SCReg X1X2=311, bo= 0,03, b1=-0,15, b= 0.33.
Ej5: Dados los siguientes valores observados de las variables Y, X1y Xz

Y X1 X2 Determine cuéles variables independientes seran incluidas en un
10 1 3 modelo de regresion lineal, sabiendo que SCRegx1 x2 = 18,98
11 12 135 Datos:
e SY =819 ¥X,=299 YX2=10413 S X,Y=5193 ¥ XZ=45729
2
3’3 2,4 3,8 S XY =24006 ; 2Y =72535
8 3,7 7,8
6,9 4 8
10 42 |86
10,3 | 4,8 9
Solucion (Analisis inicial a través de SCReg)

2 2
SCT =Xy - (Z;’.) =72535- 811’3 =1725,35-670,761=54,589

Para el modelo con X; solamente
_ n>. XY - X>Y _ 10.240,06 —29,9.81,9 - 48,21 _

nEX2-(TX)  1010413-299° 147,29 b =Y —b,X =917

2

SCReg =b{2xiyi - anzy} ~158

SCRes=SCT —SCReg =54,589-1,58=53,009
Para el modelo con X2 solamente
b2 =-0,27 b1 =9,96

SCReg :bz[inyi —innzyi}:zg

SCRes=SCT —SCReg =54,589-2,9=51,689
X2 es la variable independiente més correlacionada con Y pues posee la mayor suma de cuadrados de la regresion
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Ddécima simple con X 2

Ho:f, =0 en Y=p0,+pX,+U
Hi:6,#0 en Y=p0,+pX,+U
Region critica o de rechazo: F> F,(1;n — 2)

F.Variacion |S.C |[gl|C.M|F

Total 54,589(9 |- F =0,45 < Fop5 (1,8) = 5,32
Regresion | 2,9 1 29 |045 La variable Xz por si sola no ejerce
Error 51,6898 |6,46 una influencia significativaen Y.

Seré necesario realizar la décima F total incluyendo ambas variables independientes
HOZ,B2=,83=0 en Y:ﬁ1+32X1+B3X2+U
Hl:ﬂz;to en Y=ﬁ1+ﬁ2X1+B3X2+U

Region critica o de rechazo: F> F,(2;n —3)

F.Variacion |S.C gl CM |F F=1,87 < Foos (2’7) = 4,74

Total 54,5899 |- Las variables X; y X, conjuntamente no explican
Regresion 18,98 |2 9,49 |1,87 una cantidad significativa de la variacion de Y

Error 35609|7 |5,087 Ninguna de las dos variables independientes serian

incluidas en el modelo de regresién.

Ej6: El Ministerio de la Industria Basica esta evaluando distintos proyectos de inversion para los cuales intenta
determinar el costo de inversion a partir de los indicadores Xi: costo de montaje y Xz: costo de construccion,
expresados en miles de pesos. Al recopilar los datos de estas variables en 30 proyectos anteriores de tipo similar
a los que se consideran se obtuvieron los siguientes resultados al ajustar los distintos modelos posibles:

Modelo bi |bz |bs |SCT | SCE | SCReg
Y=8+X +[X,+U | 988035027 7,32
Y=0+/,X,+U 10,2 | 0,24 57,73 33,2
Y=0+/FX,+U 9,23 0,19 30,6

a) Determine cual de las variables X1 0 X es necesaria para estimar el costo de inversion. Use o =0,01.

b) Estime el costo de inversién de un proyecto con un costo de montaje igual a 30 mil pesos y un costo de
construccion de 20 mil

R/ a) La variable independiente més correlacionada con Y es X1 (mayor SCReg)

Do6cima simple con X 1 2ciG

F.Variacion | S.C I|CM |F
Hoif; =0 en Y =0 +pX +U Total 57,73 89-
H_l- B #0 en Y :_ﬁl +BXi +U Regresion  |33,20|1 |33,20|37,73
F=37,73> Foor (1,28) = 7,56 Error 24,53/ 28| 0,88

Se incluye la variable X1
Docima parcial de X2/X1
Ho:B3=0/B,#0 en Y =B+ BX:+L3X,+U

Hi:B;#0/B, #0 en Y =B+ BX:+L3X,+U
SC Re gx,/x, = SC Re gx,x, — SC Re gy, = (57,73 — 7,32) — 33,20 = 50,41 — 33,20 = 17,21
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F.Variacion |S.C |g.l|C.M |F
Total 57,7329 |-
Regresion X1[33,20|1 [33,20|37,73
Reg Xo/ X1 |17,21|1 |17,21|63,74
Reg X1 Xz 50,41|2
Error X1 X2 71,3227 0,27
Regidn critica o de rechazo: F > F,(1;n — 3)

F=63,74 > Fo01(1,27) =7,77. Se rechaza Ho. Se incluye también la variable X2 — costo de construccion. Ambas
variables son necesarias para estimar el costo de inversion

b) ¥ = 9,88 + 0,35X; + 0,27X, = 9,88 + 0,35.30 + 0,27.20 =
=9,88 4+ 10,5 + 5,4 = 20,38 + 5,4 = 25,78

Se estima un costo promedio de inversion de 25 mil 780 pesos para un proyecto con un costo de montaje igual a
30 mil pesos y un costo de construccion de 20 mil

Estudio Independiente:

Ejercicios L/T. Miller pag. 315; 331; 343; 350.

Ejercicios L/T. Walpole pag. 398; 436 (Ejercicios de Repaso)
Ejercicios Guia Tema IV.




