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Conferencia 6
Tema IV-Estado tensional y deformacional

6.1 Introduccidn.

6.2 Algunos conceptos sobre el estado triaxial.

6.3 Ley de Hooke generalizada. Estado deformacional.
6.4 Conclusiones.

Objetivos:

e Obtener los esfuerzos principales en un elemento diferencial utilizando el Circulo
de Mohr.

6.1 Introduccion

En esta conferencia se muestran las expresiones para la obtencion de los esfuerzos en
plano arbitrarios correspondiente a una orientacion cualquiera del elemento diferencial
cubico. Se da a conocer la ecuacion cubica que permite la obtencion de los esfuerzos
principales para el caso mas general del estado tensional. También se aborda la Ley de
Hooke generalizada y algunos conceptos del estado deformacional.

6.2 Algunos conceptos sobre el estado triaxial

A continuacidon se analizaran los actuantes esfuerzos para un plano cualquiera, con un
vector normal n, correspondiente a un elemento diferencial cubico.
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Planteando las condiciones de equilibrio:

>F =0
SF, =0
5F, =0

se obtendran las expresiones:

Px =0Ox COSa+ Tyy COSP+ Ty, COSY

Py = Tyx COSa+ 0y COSP+ 1Ty, COSY

Pz =Tz COSQ+ T, COSB+0,COSY
sabiendo que:

ABCcosa = AOC
ABCcosf3 = AOB

ABCcosy = BOC

Si se desea determinar los esfuerzos principales S, basta con colocar el esfuerzo principal
S en una cara principal y estableciendo nuevamente las condiciones de equilibrio de
fuerzas en los tres ejes se
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tendra:

Py =Scosa
py =Scosf
p, =Scosy

Sustituyendo estas ecuaciones en las expresiones generales del estado tensional
volumétrico se arribara al sistema de ecuaciones homogéneas:

(6x —S)cosa +tyy COSP+1y, COSY =0
Tyx COS o + (Gy - S)cosB +7TyzC08y=0

Tzx COS QL+ T4y COSB+ (0, —S)cosy =0

cuyo sistema de ecuaciones para que tenga solucion debe cumplirse que el determinante
del sistema sea nulo.

(o'x - S) Txy Txz
Tyx (O'y - S) Tyz |=0
Tzx Tzy (Gz -S

obteniéndose la ecuacién cubica:

S3 —Kk;S% +k,S—k3 =0
donde:

ky=0yx +oy +0;

2 2 2
ko =06y0y +0y0; +6,05 —Txy = Tyz — Tzx

Ox Txy Txz

k3=1:yx Oy Tyz

Tzx Tzy Oz

son los /invariantes del estado tensional. como se observa de la ecuacidon cubica se
obtendran tres raices: S; S, Sz, a partir de las cuales se determinaran los esfuerzos

principales: o > 6, > o3, que permitirdn definir el tipo de estado tensional.
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Seguidamente se muestra un ejemplo de aplicacion de la ecuacién cubica para la
obtencidn de los esfuerzos principales.

Ejemplo 4.1
Para elemento mostrado en la figura determine los esfuerzos principales.

e
T“’ T“’ .

Para la determinacion de los esfuerzos principales se empleara la ecuacién cubica.
Se sabe que:
Tzy =Tyz =10

A continuacion se obtendran los invariantes del estado tensional, sustituyendo los valores
de los esfuerzos conocidos:

ky=0+0+0=0
ko =0+0+0-100-100-0=-200

0 10 0
kg=[10 0 10/=0
0 10 0

Por lo tanto: S —200S =0

Obteniendo las raices:
S1=0
S, =+/200 = 14,14
S3 =200 = -14,14
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y llegando finalmente a:

o, = 14,14
Go = 0
o3 =-14,14

lo que permite afirmar que el elemento cubico mostrado se encuentra sometido a un
estado tensional plano.

Para obtener los esfuerzos en diferentes orientaciones del elemento diferencial cubico y de
hecho determinar los esfuerzos principales en el estado tensional volumétrico se
puede aplicar el Circulo de Mohr, al igual que en el estado tensional plano, con la Unica
diferencia que se requiere que el elemento presente al menos un plano principal.

Seguidamente se mostrard, a través de un ejemplo, la aplicacion del Circulo de Mohr al
caso del estado tensional volumétrico.

A través de un ejemplo se mostrara la forma de aplicacion del Circulo de Mohr al caso de
un elemento diferencial de volumen.

Ejemplo 4.2
Para el elemento diferencial mostrado determine la magnitud de los esfuerzos principales.
60
y

/440
—>

40

100

Como en el plano superior no actuan esfuerzos tangenciales, dicho plano es un plano
principal, asi mismo como en el elemento volumétrico analizado existe al menos un plano
principal es posible determinar los esfuerzos principales aplicando el Circulo de Mohr.

Para dar solucion al problema, basta observar el elemento en la direccion del esfuerzo
principal o =160y proyectarlo en el plano xz, normal a la direccion del esfuerzo principal.
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De esta forma se estara en presencia de un elemento en el plano y por lo tanto, aplicando
la metddica ya conocida del Circulo de Mohr en el estado tensional plano se podran
obtener los esfuerzos principalesomax Y Smin -

A

—_—
'Y X
A —> = -
. 20 A = (40,-40)
B = (100,40)
‘_—_
40
z
v
100

Construyendo el Circulo de Mohr
T

oM& _ OC+R = 70+ /302 + 402 =70+ 50

min
de donde: Omax = 120
Omin =20

y comparando ambos valores con el esfuerzo principal inicial o=160 se llega a la
conclusion de que:
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o1 =160
o, =120
G3 = 20

ya que siempre se tiene que cumplir que:
G120 203

por ultimo se puede pasar a construir el Circulo de Mohr correspondiente al estado
tensional volumétrico del elemento diferencial cubico analizado.

T

Cabe destacar que el &rea sombreada entre las tres circunferencias corresponden con los

valores de los esfuerzos normales y tangenciales cuando al rotar el elemento diferencial se
realiza respecto a ejes no principales.

De la figura, se observa que los maximos y minimos valores de los esfuerzos tangenciales
se obtienen a partir de la expresion:

MAX _ | C1~03
MIN 2

6.3 Ley de Hooke generalizada

Los ensayos a Traccion y Compresion demuestran el cumplimiento de la Ley de Hooke
para un estado tensional lineal dentro del periodo elastico, es decir:

c = Ee
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donde, o: esfuerzo normal
E: mddulo de elasticidad
¢: deformacion lineal

Asi mismo el ensayo a torsion demuestra la validez de la Ley de Hooke para la distorsion
en el periodo elastico, la que se expresa en la forma:

=Gy

donde, 1: esfuerzo tangencial
E

G: modulo de distorsion, G = ———
2(1+v)
v : coeficiente de Poisson

y: distorsion

Considerando que el comportamiento del material analizado es isotropico y que se
encuentra dentro del periodo elastico se cumplira el principio de superposicién y por lo
tanto se podra abordar el estudio de las deformaciones que se generan en un elemento
diferencial cubico como la suma de las deformaciones que provocan cada uno de los
esfuerzos por separado en el caso de los esfuerzos normales, sin embargo debido a la
independencia de las distorsiones en los planos ortogonales, éstas se analizaran a partir
del cumplimiento de la Ley de Hooke para la distorsion en cada plano.

y

A

— X

- - - - 7 . GX -7
Bajo las condiciones mostradas, se cumplird que: gy1 = £ pero a su vez la accion de

este esfuerzo provocara deformaciones en las direcciones de los ejes y, z:
gy = —VEy
€, = —VEy

respectivamente.

Por lo tanto, si ahora se aplica el esfuerzo normal en la direccion del eje y, ello provocara
, . L, . c
una deformacion en la direccion del eje x: gy, = —vey = _vEy
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Y si finalmente se aplica un esfuerzo normal en la direccion del eje z, provocara una
. 7 . . s . (o)
deformacion en la direccién del eje x: €43 = -veg, = -v—%

Si simultdneamente actlan los esfuerzos normales en las direcciones de los tres ejes,
entonces la deformacion en la direccion del eje x sera: &, = €41 +&x2 + &3, O S€Q,

Ox Oy Oz

SN N | S

De igual forma se obtendran las restantes deformaciones lineales, teniendo finalmente:
1
1
1

Aplicando la Ley de Hooke para la distorsion:

_ Ty

Txy = G
T

_ Yz

Yyz G
T

Yzx = éx

Estas seis expresiones representan la Ley de Hooke Generalizada, cuya ley
cuando se pone en funcion de los esfuerzos principales solamente adopta la
forma:

1

81=E[01—V(02 +G3)]
1

€2 =E[02 —V(01+03)]
1

€3 =E[03—V(01+02)]

ya que en los planos principales se anulan los esfuerzos tangenciales. Si se
observa cuidadosamente estas ultimas expresiones se ratifica que el tipo de
estado tensional no tiene que coincidir con el tipo de estado deformacional.

Estado deformacional
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Antes de abordar la energia potencial de la deformacién se determinard la variacion
unitaria de volumen, e, que es igual a la relacién variacion de volumen, AV entre el
volumen, V.

du

A

dy — X

dx

AV = (dx + du)(dy +dv)dz + dw)— dxdydz
AV = dx(1+ &, )dy(1+ ay)dz(1+ g, )—dxdydz ~ dxdydz(aX +&y + Sz)

Por lo que finalmente:

e_T_SX +ey +¢;
cuya expresion coincide con el primer invariante de la ecuacion cubica del estado
deformacional.

Sustituyendo las deformaciones por los esfuerzos, a partir de la Ley de Hooke
Generalizada, se tendra que:

e= 1_E2V (cx +oy + cz)

Sin lugar a dudas, la energia potencial acumulada, dU, en el periodo elastico, en un
elemento diferencial sera igual al trabajo dT realizado por las fuerzas generadas a partir de
los esfuerzos actuantes en las caras del elemento. Aplicando el principio de superposicion
se determinara el trabajo realizado por los esfuerzos normales y después el realizado por
los esfuerzos tangenciales.

Comenzando por el esfuerzo normal o .

V. Gonzalez Fernandez, M.E. Garcia Dominguez, C. Novo Soto 10



Colectivo de Resistencia de Materiales. Departamento Mecanica Aplicada. Facultad de
Mecénica. CUJAE

ATy = %cxdydzdu - %cxdydmxdx
dT, = Lo dxdzdv = ~ oy dxdze,d
o, =7 Oydxdzdv = Zoydxdze,dy

AT, = %czdxdydw - %czdxdyszdz
Similarmente:

1
1

dT,, = 1rzxdzdyyzxdx

2
Como: du=dT, + dT(yy +dTs, + dTer + dTTyz +dT,
. _ 1
Sustituyendo: du= dedydz(cxsx +GOyEy + 028, + Tyy¥xy + Tyz¥yz + ‘EZX'YZX)

Definiendo la energia unitaria de volumen, Up como la derivada de la energia potencial
respecto al volumen:

du 1
= _(stx T Oyey + 0287 +TxyYxy + Tyz¥yz + szsz)

0av 2

cuya expresion en funcién de los esfuerzos y las deformaciones principales adopta la
forma:

1
Ug = 5(0181 +06€p +03€3)

Sustituyendo las deformaciones principales por los esfuerzos principales a partir de la Ley
de Hooke Generalizada:

12, 2. 2 ]
U =—I|C (o) (o) —2\’6(5 >0 OO0
0 =501 + 03 + 03 (0162 + 0203 +6307)

Esta energia potencial unitaria Ug es el resultado de la suma de la energia unitaria debido
al cambio de volumen, Ugy mas la energia unitaria debido al cambio de forma Ugf, es
decir:

Uo =Uov +Uor
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Siendo las expresiones de estas componentes de la energia unitaria en funcién de los
esfuerzos principales iguales a:

1-2
Uov = GEV(01+02 +o3)
1
Upr = =" [01—02)2 +(o2 - o3) +(o3 —01)2]

6E

6.4 Conclusiones.

Se debe destacar la necesidad del conocimiento de los valores de los esfuerzos en planos
arbitrarios y las formas de obtener estos valores a travées de formulaciones matematicas
para el estado volumétrico, asi como el uso de la ecuacion cubica y las invariantes del
estado tensional. Importancia de la posibilidad de aplicacion del Circulo de Mohr y las
limitaciones para esta aplicacion en el caso volumétrico.

Es de importancia el conocimiento y aplicacion de la Ley de Hooke Generalizada y el uso
del estado deformacional, también se deben destacar los procedimientos seguidos en la
determinacion de la deformacion de volumen y el andlisis de la energia potencial de la
deformacion.

PREGUNTAS TEORICAS TEMA IV. RESISTENCIA DE MATERIALES |

=

¢ Qué se entiende por estado tensional de volumen?

Plantee las expresiones para la detrminacion de los esfuerzos en un plano arbitrario en
el caso del ETV. Identifiqgue cada termino.

Plantee la ecuacién cubica del ETV. Diga cual es su utilidad.

¢Qué son las invariantes del estado tensional?. Expliuge su respuesta.

¢Seré aplicacble el Circulo de Mohr al analisi del ETV?. Explique.

Plantee la Ley de Hooke Generalizada. Identifique cada termino.

¢ Qué se entiende por estado deformacion?.

¢ Como se clasifican los estados deformacionales?

Plantee la expresion para la determinacion de la deformacion de volumen en el caso
mas general. Identifique cada termino.

N
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