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Conferenda 10

Tema VI-Flexion

6.1 Introducdon.

6.2 (asificaddn de la flexion
6.3 (asificadon de la aurvatura
6.4 Grdficos de momento flector
6.5 Hexion pura plana

6.6 Hexion pura oblicua

6.7 Hexion en barras aurvas
6.8 Condusiones

Objetivos:

« Aplicar la condicdidn de resistenda y rigidez en vigas sometidas a flexion plana y oblicua.
6.1 Introduccion

Continuando el andlisis de las diferentes acdones intemas se comienza el estudio de la

flexion de la cual ya son conoddos algunos aspectos de materias anteriores que e

reladonan con la construadon de diagramas de acdones intemas, espedficamente es

necesario recordar que para construir los graficos se deben tener en cuenta las siguientes

reladones entre la fuerza cortante y el momento flector.

Reladones diferendales:
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6.2 dasificacion de laflexion
La flexion es uno de los estados que mes frecuentemente se presenta en la pradtica y con
el objetivo de fadlitar su estudo se dasifi@ como se muestra a continuaddn en flexion
pura y flexion transversal, las que a su vez se desdoblan en plana y oblicua.
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La flexion pura se caracteriza porque en la secddn transversal de la pieza soo actUan
momentos fledtores, que cuando lo hacen respecto a un eje se denomina flexion pura
plana y cuando actlen simultineamente respecto a ambos ejes se denomina flexion
pura oblicua.

Flexion pura
y

plana oblicua

La flexion transversal se caradteriza porque en la seadon transversal de la pieza actlan
simultaneamente momento flector y fuerza cortante, que auando lo hacen de tal forma que
el momento flector gira respecto al eje x y € cortante respedo a eje y o vieeversa, si
ademés se aumple que:

dM dMy,
Qy = olzX =747

entonces se dice que se esta en presenda de una flexion transversal plana y auando
ambas flexiones transversaes adtlan simultaneamente se estd en presenda de uma
flexion transversal oblicua. Como se muestra a continuadon
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Flexion Transversal

6.3 Qasificacion de la curvatura

Las barras curvas se dasifian en barras de pequefia y gran aurvatura, atendiendo a la
reladon entre € espesor (h) y el radio de curvatura de la barra (po), Si:

LI Pequeia curvatura

h Gran curvatura

Po

Iﬁrbilcasoablasmtbpa]ua’iaalmalraIacapaneubaamtienealejede
la barra

6.4 Graficos de momentos flectores

Como se sabe para poder comprobar y disefiar, aplicando las condidones de resistenda y
rigidez, resuta impresdndible construir los graﬁcos de fuerzas intemas que permitan
selecdonar las seadones mas cargadas y definir los puntos més peligrosos del auerpo
analizado, de aqui la necesidad de abordar la construadon de los grdficos de momentos
flectores, aspecto que seguidamente se tratara.

Para obtener de forma efediva los gréficos de fuerzas intemas es necesario teniendo
dertos conocimientos previos aplicar una adecuada metodologia.

A continuadon se reladonan los conodmientos previos y se indica la metddica a seguir en
la construadén de dichos gréficos:
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o Gdficos tipiaos

o T1po de fuerza interma que se genera en €l sissema

Conodmientos prevics 4 por la posidon de la fuerza exterma respecto al eje
del demento estudiado

« Prindpio de superposidon

o Obtendon de las reacdones en articuladiones y simples
Metodologa apoyos. Colocandolas en sus correctos sentidos.

« Definidon de los tramos y su orden de recorrido

o Construadon de los graficos

Seguidamente se ahondaran en los conodmientos previos.

Graficos tipicos
P M q
J L
< L > < L >
M M
[T[IIH w s M !
- A 4 I/)/
PL/2
L M -] N
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Fuerzas intermas generadas a partir de la posicion relativa de las fuerzas
externas “F” respecto al eje del elemento "B’

N\
F coincide con B — N cte.
F F | Bylacorta — Melineal
F||B — Ncte.; Mk cte.
F | Byla cruza—Me lineal; My cte.
M M q
ML b A
< L > < L > < L >
| LTI g '
gL2
MygLZz
Principio de superposicdion

Es dedr que el efecto de la resultante es igual a la suma de los efectos de las
componentes.

A continuaddn a traves de dos ejemplos, aplicando los conodmientos previos y la
metddca propuesta se determrinaran los grdficos de fuerzas intemas en una barra
artiaulada y simplemente apoyada y posteriormente se obtendran las fuerzas intemas en
un portico plano.
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Ejemplo 1

qa?

q
K < a > a > a > D
B C
qa qa’
q
qa/z | [ > +—e
3ga/2
/
AT I
1 2 3
Ejemplo 2:
/\ 2qa qa’
a/2 D * ’ ga
A' < h
a/2 q
~ = > 1
I a > a > zqa
M
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A partir de los grdficos de fuerzas intemas es posible definir las seadiones més cargadas y
en ellas determinar los puntos mas peligrosos, mediante la determinadon de los esfuerzos
y desplazamientos en dichos puntos.

6.5 Flexion puraplana

Como se sabe, el estado de flexidn se caracteriza por doblar la pieza respecto al gje donde
adtta el momento flector, provocando de esta forma que determinadas fibras se estiren,
otras se acorten en tanto que existira una Gapa intermedia que no sufre variadon en sus
dimensiones denominada capa neutra. Los Unicos esfuerzos capaces de produdr
alargamiento o acortamiento en las fibras son los esfuerzos normales, como se muestran a
continuadon

y

Debido a que cualquier punto de la seaddn transversal de una pieza sometida a flexion
pura estlalra solmetldo solamente a esfuerzos normales, dichos puntos tendran un estado
tensional linea

Para estudiar las tensiones y deformadones que surgen en una barra redta sometida a
flexion pura plana se analizaran las deformadones que se producen en un elemento
diferendal de dimension dz, como se muestra a continuadén.

dz

M ( ___________ B )“

Considerando que al deformarse d elemento diferendal dz se cumple la hipdtesis de las
seadones planas, €l elemento adoptara la configuraddn mostrada en la figura, de forma tal
que si se andliza la deformadon longitudinal unitaria, ¢, para una fibra cualquiera AB, a
una distanda“Yy” de la capa neutra, se tendra:
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az

Al B

Mx

Capa
neutra

q

Mx

_A'B'-AB @+ydo-dz  pdO+ydo-dz

AB

dz

dz

pero como la dimension de la capa neutra no varia entonces:

por lo que:

donde:

pdd =dz

€ =

y
p

p: s d radio de aurvatura de la capa neutra una vez deformada.

Por otro lado como se sabe que los puntos de una seadon transversal de una pieza
sometida a flexion pura tendra un estado tensional lineal, entonces se aumplira la Ley de

Hooke y por tanto:

lo que indica que los esfuerzos que se gereran en la flexion pura varian linedmente en la
seadon transversal de la pieza y resultan nulos en la fibra contenida en la capa neutra,

dondey =0.

Como se sabe que la magnitud de la fuerza normal N en la seaddn de una barra sometida

oc=Eg=E

y
P

a flexion pura plana es nula entonces:
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N = _LodA= L%ydA:%LydA:O

E, mddulo de elastiddad y ., radio de curvatura de la capa neutra, al no ser fundon del
area pueden salir fuera de B integral, quedando entonces que:

jAydA:O

Sabiendo que la linea neutra es la redta que resulta de la interseadon entre la capa neutra
y la seaddn transversal de la barrg, al ser el momento estético de la seaddn nulo, la linea
neutra, a partir del aual se mide la coordenada 'y, es centroidal, provocando que la linea
neutra coindda con el gje centroidal x de la seadon transversal.

Ahora bien, la expresion del esfuerzo no resulta muy conveniente para la determinadon de
los esfuerzos en flexion pura, pues esta en fundon del radio de aurvatura de la capa
neutra, auya magnitud no es fadl de determinar, es por ello que a continuaddn se buscara
la forma de expresar el esfuerzo en fundon del momento fledtor actuante.

y

Asi:
y E 2 E
My =[dFy = [, cdAy = [,E-dAy =—[, y“dA = —I,
P p p
Osea:
1_M,
p El
donde:

Ix es el momento de inerda de la seaddn transversal respecto al eje x, y que coindde con
|la linea neutra.

Si se compara esta expresion con la ya obtenida para los esfuerzos:
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E
o=—Y
Yo,
Se arriba a la condusion que:
MX
c=—>Y

Similamente, si se andliza €l @so de la flexion pura plana con el momento flector
actuando r&sped:o a ejey, se obtendria:

Ratificandose que los esfuerzos en la seaddn transversal de la barra varian linealmente con
la coordenada normal a la linea neutra y que auando la coordenada aoindde con la linea
neutra, es dedr que es nula, la magnitud del esfuerzo normal también resulta nula.

A continuadon, se muedtra en la figura la distribudon de los esfuerzos nommales,
correspondlentes a los puntos que se encuentran coinddiendo con €l eje y de la seadon
transversal, debido a la flexion pura plana, cuando el momento flector actta respedto a
ge x, & observa ademés que los puntos por endma de la linea neutra se encuentran
sometidos a esfuerzos nomales de tracddn, en tanto que los puntos que se encuentran
por debajo de la linea neutra estan sometidos a esfuerzos normales de compresion, lo aual

es logico, ya que el momento flector tracdona las fibras superiores y comprime las
inferiores.

Resultados similares se obtendrian si @ momento flector estuviera actuando respecto al eje
y de la seadén transversal.
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y

Los esfuerzos que se generan en la flexion pura son esfuerzos normales que varan
linedlmente en la medida que e produzca el alejamiento o acercamiento a la linea
neutra y provocando el alargamiento o acortamiento de las fibras que comporen la barra.
Es por ello que los puntos més alejados de la linea neutra seran los mas peligrosos por
Iesitiar sometidos a los mayores esfuerzos normales. De tal manera que como se muestra en
afigura:

o _ lle y _ I\/Ix _ Mx
max IX max Ix WX
yméx

donde: w, es el mdduo de seaddn respecto dl eje x.

Condicion de resistenda

La condiddn de resistenda para el caso de la flexion pura plana sera:

y de forma similar se establece la condicdn de resistenda para la flexion pura plana
auando el momento flector actua respecto al gjey.

M, -
Gméx_W_yS IT_
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6.6 Flexion pura oblicua

La flexion pura oblicug, siempre que se esta dentro del periodo dlastico, se puede
considerar, a partir del Prindpio de Superposidon, como la suma de dos flexiones puras
planas, como se muestra a continuadon.

De forma tal, que s se desea determinar @ esfuerzo ¢ en un punto P de una seaddn
transversal sometda a flexion pura oblicua, su megnitud sera igual a la suma de los
esfuerzos &' y ™ correspondientes a misno punto P en las flexiones puras planas

correspondientes, es dedr:

0'=0'| +0'”

Iy ly

Esta expresion permrite determinar € esfuerzo que se genera en aualquier punto de una
seadon transversal sometida a flexion pura oblicua. Sin embargo, si se desea identificar el
punto més peligroso en dicha seadon transversal, o sea el punto sometido al mayor valor
de esfuerzo sera necesario, al igual que enla flexion pura plana, obtener la ecuaadn de la
linea neutra, ya que €l punto mes alejado de la linea neutra sera el mas peligroso al tomar
el valor mayor del esfuerzo. En el proxino epigrafe se abordara el estudio de la linea
neutra en la flexion pura oblicua.

Por definidon se sabe que la linea neutra es la redta que contiene los puntos donde los
esfuerzos normales debido a la flexion se anulan, por lo tanto, si se desea conocer la
eauadon de dicha linea para la flexion pura Ob|IOJa basta con |gualar a cero la ecuadon
que permite determinar la magnitud de los esfuerzos normales, es dedr:

de donde:

M
M, y+—2x=0
Lo,
M
y=- r Loy
M, I,
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CLya ecuadon muestra que es una redta que pasa por el origen del sistema de referenda o
centroide de la seaddn transversal, pero ademés se observa el engoro de operar con esta
eauadon para obtener el punto mas peligroso, pues es requiere terer d cuenta la
convendon de signo de los momentos flediores, asi como saber la posicion de la reta de
acuerdo al signo de la pendiente. Es por ello que se analizara la posidon de la linea neutra
a partir del andlisis fisico del tipo de esfuerzo, de tracdén o corrpreslon gue genera cada
momento flector en cada cuadrante, como se muestra a continuadion:

Los signos positivos y negativos en los diferentes auadrantes se corresponden con los
esfuerzos que generan los momentos fledtores, X se corresponde con Mk y y con é
momento My. Como es 16gico la linea neutra pasara por los cuadrantes donde acttian los
esfuerzos positivos y negativos, ya gue es la Unica posibilidad para que los esfuerzos se
anulen. Una vez ubicada aproximadamente en los cuadrantes la linea neutra, se fija su
posidon con exadtitud a partir de la determinadon del angulo ¢, €l audl se obtiene de la
pendiente de la ecuaddn de la linea neutra, o sea:

<

tan™ a=—y|i
My Iy

Una vez ubicada con exadtitud la linea neutra se pueden identificar los puntos més
peligrosos, Py Q, que son los mas alejados, perpendicular a la linea neutra.

Condicion de resistenda

Como ya se sabe, para aplicar la condidon de resistenda es necesario definir la posidon
del punto mas pellgroso por ser en éste donde acttian los esfuerzos normales maximos,
debido a la flexion pura oblicua. Al saber determinar la ubicadon de la linea neutra y a
partir de la definir los puntos mas peligrosos, o sea donde los esfuerzos son meximos, se
puede de inmediato plantear la expresion de la condidon de resistenda:
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M M —
— — X y
Omax = Op =+ | Y T | Xp < IT_L

x y

M, M -
| YQ_I_yXQS IT_[L
x y

(o}

:GQ:—

max

expresiones que se explican por si sola.

Cabe destacar que asando se esta en presenda de una seaddn transversal, donde los
momentos de inerda respedio a ambos ejes son iguales, la flexion pura oblica se puede
transformar en una flexion pura plana, ya que a ser iguales los momentos de inerda,
como se observa en la ecuaddn de la linea neutra, la direcdon del vector momento
resultante Mr coindde con la linea neutra y entonces s puede expresar la condidén de
resistenda de la forma:

2 2
M, M; +MJ -
Gmax=iw=i W <k paral, =1,

de forma tal que si se esta en presenda de una seadon draular madza de diametro d,
entonces & mddulo de seadon W sera:

W ~01d®

6.7 Flexion en barras curvas
Orientaddn a los estudiantes, deben redlizar este epigrafe como estudio individual

Los ganchos de grias, eslabones de cadenas, ruedas, arcos, entre otros elementos,
pertenecen a un grupo denominado barras aurvas ya que los ejes de estos elementos y
otros similares desaiben una aurva en plana. En las seadones transversales de este tipo
de demento actlian momentos flectores (M), fuerzas cortantes (Q vy fuerzas normales
(N, las reladones entre My Q son andlogas a las que se obtuvieron para viges de eje
recto.

Las barras curvas pueden dasificarse en barras de pequefia aurvatura y barras de gran
aurvatura.
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h
Si la relacion, ,0_ <0.2  seconsidera Sila relacion, p_ ~1 seconsidera
0 0
BARRA DE PEQUENA CURVATURA BARRA DE GRAN CURVATURA

Como se observa lo que determrina el tipo de aurvatura es la reladon entre el espesor de la
barra y el radio de aurvatura y no el valor inidal de este.

En el caso de las baas de pequefia aurvatura se continuara aplicando la expresion
obtenida para las barras redias, lo que implica que alin se sigue considerando que la linea
neutra pasa por el centroide de la seadon transversd e la bama. Para estudiar la
aurvatura adidonal produdda por la flexion se utiliza la siguiente expresion

1 1 M,
—=—

,0 po EIx

h
S —>0.2 se entra en d campo de las barras de apredable aurvatura donde se produce

Po
el fendmeno de corrimiento de la linea neutra con reladon al centroide, la siguiente figura
nuestra este fendomeno. La linea neutra se desplaza hada el centro de aurvatura en todos

los casos.
Mf
%J )
1\@
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Otros aspectos de interés reladonados con este epigrafe pueden ser vistos en & Marual
de Resistendia de Materiales de G. S. Pisarenko, editorial MIR Mosal, 1985 o alguna
otra ediddn, (capitulo 14, CALQULO DE VIGUETAS PLANAS CURVAS).

6.8 Conclusiones

Se deben destacar una serie de aspectos con respedto a este tema que el estudiante debe
dominar para el éxito ddl trabajo, aspedtos tales como la construcdon de grdficos de
momentos flecdtores y de ser neaessario de fuerza cortantes. Es de mucho interés también
la dasificadon de la flexion (pura y transversal) y las variantes de plana y oblicua. Asi
como el uso de las ecuadones para la determinaddn de tensiones normales y tangendales.

B estudiante debe ser capaz de ubicar la linea neutra ya que a partir de ella podra
establecer los puntos més peligrosos para redlizar el cAlaulo o comprobaddn de resistenda,
todos los aspectos anteriores pasan ademas por €l adecuado dominio de las Gracteristicas
geometricas de las seadones transversales y la corredta interpretacion de las ecuadiones y
[os términos que las componen.

B caso de las barras aurvas solo sera analizado dentro de este aurso como un aspecto
tedrico aunque no por esto deja de tener importanda ya que d tipo de demento que trata
€S muy comun en la vida pradtica.

PREGUNTAS TEORICAS TEMA VI. RESISTENCIA DE MATERIALES I

¢Como se dasifica la flexion en Resistenda de Materiales? Explique su respuesta.

¢Q.|e se entiende por capa neutra 'y por linea neutra en flexion?

¢Cuales son los puntos mas peligrosos en flexion?

Plantee la expreson para el cAlaulo del esfuerzo normal en el caso de flexion oblicua.
Plantee la expresion de Shuravski para el calculo de esfuerzos tangendales en flexion
transversal. Identifique cada termino.

¢Cudles son las limitadones de la ecuaddn de Shuravski?

Represente, a través de un esquema, la distribuddn de tensiones tangendales para €l
cas0 de flexion transversal plana

Plantee tres ejemplos de barras curvas sometidas a flexion.

¢COmo se dasifican las barras aurva? Explique.

10. Represente, a traves de un esquems, la distribudon de tensiones normeles en barras
aurvas, indique la posidon de la linea neutra.

200 N bkl
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