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RESISTENCIA DE MATERIALES 1

Conferencia 12
Tema VII-Flexion

6.14 Introducddn

6.15 Eauaddn diferendal de la elastica de la viga
6.16 Método de los parametros de origen

6.17 Conausiones.

Objetivos:
« Aplicar la condidodn de resistenda y rigidez en vigas sometidas a flexion plana y oblicua.
6.14 Introducdon

La ecuadon diferendal de la elastica de la viga: es la ecuaddn diferendal, a partir de la
ad se obtiene la configuradon que adopta la viga una vez deformada,  Como
procedimiento matermatico permitird, una vez conodda la ecuadon diferendal y su soludon
en forma de eauadon algebraica, determinar para cualquier valor de longitud de la viga
estudiada el valor de desplazamiento lineal o angular correspondiente, estos valores seran
usados en los andlisis de rigidez a la flexion.

Antes de conocer los detalles de la EDEV es necesario desaibir los parametros que seran
evaluados y los que interviene en este andlisis

En la flexion surgen dos tipos de desplazamientos, € lineal, y, y el angular, g, como se
muestran en la figura.

De hecho en la flexion existe una reladon entre los desplazamientos lineales y angulares,
como se observa en la figuray se  plantea a continuaddn, generalizandolo tanto para €l
plano mostrado yz como para el plano xz:
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dy
0,, ~tanf,., =—
yz ¥Z 7§z

dx
OXZ ~ tan GXZ = E

6.15 Ecuacion diferendal dela elastica dela viga

En el estudio de la flexion pura plana se obtuvo una expresion que permitia obtener €
radio de aurvatura de la barra en fundon del momento fledtor y de la rigidez a la flexion,
Elx y que se muestra a continuadon, a manera de recordatorio:

El

O |

MX
X

Por otro lado se sabe de la Geommetria Andlitica que la curvatura de un punto en una aurva
se obtiene a partir de la expresion:

N W

]

Si se tiene en auenta en esta Ultima expresion que se esta dentro del periodo elastico y por
tanto los desplazamientos seran muy pequefios, la derivada ‘;—Z sera muy pequefa y d

auadrado se hace aln més pequefia, por lo que comparada con la unidad se puede
despredar y por tanto la expresion quedara en la forma:

1_d%
o)

Y finalmente igualando las expresiones:
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Expresion que se conoce con €l nombre de ecuacion diferencial de la elastica de la
viga, que permitira en su primera integradon obtener los desplazamientos angulares y en
su segunda integraddn los desplazamientos lineales, como se vera en el ejemplo que se
muestra seguidamente.

Ejemplo.
Para la barra en voladizo mostrada en la figura obtenga la eauadion de los desplazamientos

angulares y linedles, se conocen la carga aplicada P, la longitud L y la rigidez a la flexion
Elx.

se observa que para su soludon se requiere obtener la expresion ddl momento flector en
funcion de la coordenada z para poder efectuar la integradon, para lo i se necesita
determinar la magnitud del momento flector para una seadén cualguiera de la barra, como
se muestra a continuaddn:

P

\ 4
Y
\ 4

Mg =0

My +PC-2z X0

por lo tanto:

M, =P€-L_

Seguidamente se efectuaran las correspondientes integradones para obtener el
desplazamiento angular, g, y el desplazamiento lined, y.
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De la ecuadén diferendal de la elastica (EDEV) se tendra:

i(d_y)_ My P€-L_

dz\dz) El,  El
Integrando:
dy P
0=—=—1[€¢-Ldz+C
iz Ele( dz+Cy
Se obtiene

2
L Y oY
El, | 2

y evaluando las condidones de contomo:
de donde:

2
El, 2

auya deformadon angular sera méxima para z = L, adoptando la magnitud:

, __PG
max 2EI,

el signo negativo indica que la pendiente que es aproximadamente igual a angulo es
negativa y por tanto la mendonada pendiente se extiende entre @ 2do y 4to cuadrante.
Integrando la expresion dd desplazamiento angular en fundon de z se obtendran los
desplazamientas lineales como se muestra a continuadon:

0= ﬂj: —L{Lz —éJ

dz Ely 2
de donde:
P 22
=———[|Lz==—|dz+C
y el I( ZJ +C»
y por tanto:
2 3
y—_i LZ__Z_
El,| 2 6
0 sea.
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3
2El, 3

auyo desplazamiento lineal para z = L tomara su valor maéximo, el que sera:

v _ P23
méax 3EI,

el sgno negativo indica que & desplazamiento lineal maximo se produce en el sentido
contrario al gjey.

Como se puede observar, el inconveniente que presenta el método de la eauadon
diferendal de la elastica de la viga (EDEV) es el tratamiento matematico que requiere. B
método de la ecuaddn general de la elastica de la viga (EGEV), que se vera en el proximo
epigrafe posibilita la obtenddn de la elastica de la viga sin el engorro matermético que
conlleva el método de la ecuadon diferendal.

6.16 Método de los parametros de origen
Seguidamente se muestran como se obtienen las expresiones que, basadas en la ecuadon
genera de la elastiaa de la viga (EGEV), permiten obtener los desplazamientos angulares
y lineales de una viga sometida a flexion.

Para explicar la aplicadon de estas expresiones se hara uso de la figura que se muestra a
continuadon.

y
M P
| o 4 g v \
$ YT
: e,
< > yYVVvVY
b
C
d
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B sisterma antes mostrado tiene que satisfacer las condidones de equilibrio en cada tramo,
aumpliéndose:

I-) M,=0
IIr-) M,-M
IIT-) M,=M+P(z-b)

v-) M,=-M+P(z-b)+q

2 2
V-) M,=M+P(z-b)+q e‘;/ g ‘z‘zd/

Si se integran estas expresiones sin abrir los paréntesis para mantener la forma de la
expresion y se escogen las constantes de manera que a pasar de un tramo a otro la
magnitud y no sufra discontinuidad, se llega a las siguientes expresiones

EIXe:EIXeO +M(_a}P (_ij +q (_GCj

Elyy =Elyyo, +El40,2+M (_Zaj +P (—6bj +q (;:j

Son realizadas varias consideradones inidales que deben cumplirse para la EGEV

o Lo primero a sefialar es que las mendonadas expresiones sdo son aplicables para

vigas sometidas a fuerzas concentradas, P, momentos concentrados, M, cargas

uniformemente distribuidas, q, y siempre que la rigidez a la flexion, E[x, alo largo
de la viga se mantenga constante.

o Se requiere que d origen del dstema de referenda se encuentre en el extremo
izquierdo de la viga.

o Hay que ser conseauente con la siguiente convendon de signos: la fuerzas
concentradas y las cargas distribuidas son positivas auando estan dirigidas en é
mismo sentido del eje al cual son paralelas y el momento es positivo cuando gira a
favor de las manedllas del reloj, si oaurre lo contrario seran negativos.

o Los lugares de aplicaddn de las fuerzas, cargas distribuidas y momentos definen los
tramos a andlizar en la viga, asi para la viga mostrada quedan definidos 5 tramos,
ya que a aplicar las expresiones se ubica el término que contiene la carga
distribuida, automaticamente se genera carda distribuida hasta el final de la viga,
oMo se muedtra en la figura con linea discontinua y para lograr que el sistema
mantenga su configuradon original es necesario aplicar carga distribuida en sentido
contrario, tal y como s muestra en la figura con la carga en linea continua y
contraria a €je positivo y.

o LOs términos go Y Yo Se corresponden respedtivamente con @ desplazamiento
angular y el lineal en el origen del sistema de referenda.
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o Las distandas a, b, ¢, d son medidas desde el origen del sistema de referenda
hesta la seccidn donde s inida la aplicadén del momento concentrado M, la fuerza
concentrada Py las cargas uniformemente distribuidas q.

o A partir de la definidon de los tramos, en cada tramo se andlizan las expresiones
considerando solamente las acdones que acttian al inido de cada tramo.

Para fadlitar la compresion en la aplicacdion de la ecuadon general de la dastica de la viga
se mostrara un ejemplo para la obtenddn de los desplazamientos angulares y lineales.

Ejemplo
Para la viga, de longitud 3L, empotrada en el extremo izquierdo, sometida a la carga
uniformemente distribuida q y con rigdez a la flexion, Elx, constante, determine las

Iexpniﬂones para la obtenddn de los desplazamientos angulares g,V los desplazamertos
ineales, y

/ LU

L L L

< —la »la —
|‘ >l > >

4

H primer paso que se debe dar es determinar las reacdones en el empotramiento a partir
de las condidones de equilibrio, como se muestra a continuaddn, ademas como hay carga
uniformemente distribida en & tramo intermedio una vez que se aplique la expresion de
la ecuadon general de la elastica de la viga, la carga distribuida se extendera hasta d final
de la viga, por lo que sera necesario aplicar una carga uniformemente distribuida en
sentido contrario, quedando definidos tres tramos para estudiar la viga.

(- T,

0 44

I 11 III
Aplicando la ecuaddn general de la elastica de la viga, se tendra:

3 -0 -L -2L
Elx6=El8o —EQLZ(—O}qL(Tjh —q(—63|” +q-€ 5 j||||

3 -0 -0 L 2L
Elyy =Elyyo +E|x902—§qL2 < 5 j+qL < 5 j||—q (24j|u +q < >4 b
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De auyas expresiones, en el caso de la primera, se pueden obtener los desplazamientos
angulares, g, y en el caso de la segunda, los desplazamientos lineales, y

Condicion de rigidez

Anteriormente se dio a conocer como, a traves de la ecuadon diferendal de la elastica de
la viga (EDEV) 0 de la ecuadon general de la elastia de la viga (EGEV), es posible
determrinar los desplazamientos angulares y lineales de una barra sometida a flexion y aln
cuando se mostraron su aplicadon en el plano yz es posible su aplicadon, con las
correspondientes adaptadones, para el plano xz, de tal forma, que las mendonadas
ecuadones permiten obtener los desplazamientos angulares y lineales para €l caso generdl
de la flexion transversal oblicua y poder establecer en tal caso la condiddn de rigidez como
se muestra a continuadon:

dmax = VX2 +y2 = ':
Omax =\/922 +9yz < [

De estar en presenda de una flexion transversal plana las expresiones de la condidon a
rigidez adoptarian la forma:

9xzmé\x

IA A

eyzmélx

6.17 Condusiones

Han sido dados dos formas para determinar desplazamientos lineales y angulares en vigas
sometidas a flexion, el primero, la EDEV presenta algunas limitadones con la elaboradon
matemética auando son elementas de varios tramos y también se parte de la condidon de
que la reladén El se mantiene constante en el tramo que se andliza. B segundo método
esta basado en una generalizaddn del primero para una serie de condidones inidales que
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Ihan sido presentadas durante el desarrollo de la adtividad y que deben aumplirse en todos
0S Gasos.

Todo este andlisis esta dirigido a la comprobaddn de la rigidez de estos elementos.
PREGUNTAS TEORICAS TEMA VI. RESISTENCIA DE MATERIALES I

1.

ounbhwiN

Represente en un esquema de una viga cualquiera los desplazamientos lineales y

angulares de un una seadon de esta.

Plantee la EDEV, identifique cada termino.

¢Qué limitadones presenta en su aplicaddn la EDEV?

Plantee la EGEV. Identifique cada termino.

¢Qué condidiones deben cumplirse para poder aplicar esta ultima ecuadon.

gantee la condiddn de rigdez para desplazamientos lineals y angulares en ambos
anocs.
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